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2章 線形破壊力学の理論

本軍では，線形自主自慢力学における2.!i礎的な事柄を脱明する.線形(!!(e握力学は，線形'mi匙鎗に基づいてい

るので，まず応力とひずみ. Hookeの法Rリヵ‘ら少してL、ねいに復習する.物体の応力.lIti立の計算を平
面問題.面外せん断問題という 2次元の湯合に限ることにすると.ìil~関数を用いる方法がきわめて有効

となるが，これについて説明ずる内容は半i差解法 (semi.inversemethod) にとって必~な程度のもので

ある.越本的なき担問題に対しては簡単な形となり，き裂の変形モードとも対応がつく Westergoardの

応力開放については少していねいに鋭切し.具体的な問題に対してはまとしてこれを用いることにする.

以上の後に基本的なき援の獄絵問題をとりあげてき裂先地近傍の応力場.llI:位掲の特性を調べ.この特性

が一般的なものであることから応力鉱大係敏Kのもつ軍要性を示す.多くの問，RJj，こ対する応力l広大保訟は

使いやすい形にまとめられているがい3>，応力法大係数の基本的な求め方とその数例を鋭明する. さらに

き裂進展前後のエネルギ変化を考え，エネルギ解欽率 gという1Ii:要な盆，およびこれと K との関係.

鼓腹力学を依演するうえでも有用と考えられている J積分との関係を説明する. 以上のことから K ま

たはタで~l!!条件式を褒すことが妥当であるとする線形磁波力学の基本的立紛が理解されよう.汲後

に，き~先織のE辺住変形領主主力1小さい渇合にもこの形の磁波条件式が妥当であることを tl:茨的なモテ・ルに

基づいて絞現する.

2・1 応力とひずみ

( 1) 応 力 物体に外力が加えられると.物体中の隣り合うどの部分も互いに外

力の作用に抗するような力(内力)をおよぼし合う.このため，物体にある程度の外力が作

用しても連続物体と しての結合が破れることはない.外力に応じて物体内に生ずるこのよう

な内力は，作用函としてどの函を考えるかを指定すること

によってはじめて明確に記述される. 図2・1に示す物体

内の点Pにおいて面積 dSの面要素を考え，その単位法線

ベクトノレを n とする.面 iJSの nの併lの物質が -nの側

(斜線を施した側)の物質におよぽすカを t1Tω とする.

この表de法では.面 iJSの -f1仮IJの物質が n 仮IJの物質に

およぽすカは iJT'-.'であり，作用 ・反作用の法則により
.iJTト叫=-.iJT'同 (2・1a) 図 2・1 ii自に作用する内力
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である.tJS→0の極限で定議されるベクトル
t..l_ "_  tJTωB 
Tω=jnコγ(2・2)

は，法線ベクトルが nである面の n側の物質が -n倒の物質におよぽす単位面積当たり

の力である.これを応力ベクトル -(str回s'~ectorr という.式 -(2 ・ 1 a)より

TC・ω=ーTCII) (2・lb)

である.点 Pにおいて考えうる面要素(いいかえれば，法線ベクトル n)は無限に存在す

るが，これらの内のどの面に作用する応力ベクトルも，三つの面 (nh1It. n，)に作用する応

，カベクトルTC.ヘT(lIa)，T(lIa)を用いて表すことができる.、その際，三つの面は法線ベクトル
n.，nll，nsが一次独立であればどう選んでもよい.特に直角座標'%，y，%の座標面に作用する
応力ベクトル T(I)，T(J)， Tωを用いて法線ベクトルnなる面に作用ずる応力ベタトシレTω
を表すと

Tω= (n.i)Tω+ (n.i)TU>モ魚•. ~k).T<i~ :: .c~・，3a)

主なる.ただし，・ベクトルの内積(スカラー積)を(・)で表しである.これは，園2・2に

示す微小図面体部分?に作用す、るカのつり合いの式で d%， dy.d~O とすること.により得られ

る.ベクトル n，Tω の成分を (n..n，. n.r)， _(T:tIωιT，(O)， T.ω)とし.T(I)， Tcn. TCi，) .の成
分を〈σ.，T..，，'f'.，.)， (τ.，.， σ.，~\f'.，，.)， (τ'，.Ih Tnt， q.) 

.とすると，式 (2・'3a)は

Tzω=σ♂.+句~n，+Ti訊，. 1 
T.，ω=す.，nz+のn.，+T.wz.r ~ 
T，.ω=T~n:tl+T時"，十令，. ) 

(2-・3b)・

と表すことができる.式 (2・.3b)からP点にお

ける内力の状態は9個の成分をもっ一つの畳

10・11# T，. T.. ¥ 
1 T.， (/， T.rr I (2・4)
_ ¥'r.，. T，，. (/，.1 

によって完全に定められることがわかる.この量ー-

をP点における応カテンソ)1..(stress ，.tensor)と+

いう.〆(/.，T:tI'， …は %11%座標系での応力の成分

であり，図・2.~ 3に示すように，各座標面の単位面・

11 

積当たりに作用する内力を表す.先の添字が作用 • O' 

面を示し;後の添字が作用方向を示している.面

T'-I) 

{1.r 

(11 

s 

図2・3，応力ベグトルの成分
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図2・4鍛小六面体に作用する応力ベタトル
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に垂直方向に作用する成分 σ.，(/" (/;rを垂直応力 (normalstre関)成分といい，面をずらす

方向に作用する成分匂.r.T.r.， T.，等をせん断応力 (shearingstress)成分という.

外力の作用のもとで静的な平衡状態にある物体中に， 図2・4に示す微小六面体部分をと

り，カのつり合いを考える.dx.d払 d~O とすることにより各点で

あるいは

aTC乙+a!ω + a!∞+F=O ~・ 5a) 
a% '---ay.づ7 一

aq~ . h"!II I h "_":tI + U:'三+一旦 +F~=Oaz . ay . a% ，-.. 

aT!r" I a(/II I a咽，~+ー~+~~.r:'-+FrI =Oa% . a1l ・a% .-" 

aT..% I hfl% 1. a 子+ず!.+ム+凡=0
ト 11 . a% 

(2・5b)

そ1点

が成り立つことがわかる.ここで.F= (F.. F" F.r)は単位体積当たりに作用する外力であ

る.式(2・5a)あるいは (2・5b)を応力のつり合い式(equationsof equilibrium of stress) 

という.また，図2・4の徹小部分に作用する力のモーメントのつり合いを考え.d%，dy，d% 

→0とすれば

ixTω+jxT(J)+kxTω=0 ~・ 6a)

をうる.ただいベタトルの外積(ベクトル積)を (x)で褒しである.これより

T，.r=T.r:，. T.r.=T:tI.r. Tz，=T，. (2・6b)

が成り立つ.この対称性により，応力の成分のうち独立なものは6個である.応力は.物体

内の各点で式 (2・5)および (2・6)を満たしていなければならないが，物体表面(境界)

上では境界条件を満たさなければならない.物体表面の単位面積当たりに作用する外力を Q

とし.褒面の外向き法線ベクトルを nとする.図2・5のように，表面で面積tJs.厚さ .4h
の微小部分をとり，これに働く力のつり合いを考えて .41&→0とすれば

予

} 
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図 2・5境界における力のつり合い

(AI&-O) 

図2.6垂直応力とせん断応力

TC.)=Q (2・7)

である.式 (2・7)は.表面外力 Qが指定されている境界部分で満たされなければならない

条件4であり，式 (2・3b)を用いれば応力の成分で書くことができる.

さて，法線ベクトルが n である面に作用する垂直応力を daE，せん断応力を τω とする

と，図2・6と式 (2・3b)より

(1(11) = T(II). n =σZllsl+σ'，11，3+σcn.'+ 2 (t'，.r1l，1l.r+ t'zsn.rns+ t'z，71sn，) ) 

(1'(11))1= (Tω-(1CII)n)・(Tω-(1C.)n)= (σsnz+τ'，s1l，+τ3S1l:) 1 ~ (2・8)

+ ("z，nz+σ，n，+t':o71.r:)I+ (t's.r:nz+t'，.r:1I，+σ'.rn:)章一〈σω)1 J 

である.各点で， (1(11)， 1'(11)の最大値， およびこれらの作用面 nを知ることは材料の努開破

観，せん断破壊を考える上からも重要となる.これに関連した一般的な結果のみをまとめて

おく.

(1) どのような略カ状態にあ号京においても，せん断応力がOで垂直応力のみが作用し

ているという三つの戸が存在し，手れら三つの面は互い巳直交する.これらの面に作用する

垂直応力 ωω仏>(11)(11 としておくほ主応力 (p~líié~以 stresses): という・ま批た'主
乏 応カの作用財方印舵を錦カ幼方向-(伽ω(匂伽刷P戸戸ri叫 alωi…f.str岡ωr問m叫e儲笛
pal p凶la叩ne邸Sof S鈴tr問es叫sの)という.以上により' 三つの主応力方向を座標軸にとれば式 (2・4)

の応力テγソルは

/σ， 0 0¥ 
I 0σt 0 I 
¥ 0 0 (1，i 

と表される(図2・7).

(2) 各;面 nに作用する霊産応力 σω の内で，最大のものは最大主応力(11であり，最

小のものは最小主応力 σーである.

(3) 各面 hに作用するせん断応力t'(n) の内で，大きさが最大のもの(最大せん断応

(2・9)

2・1 応力、とひずみ 17 
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園 2・7主応力 図2・8最大せん断応力の作用

面と作用方向

力:m~ximum shearing stress)は土(σ，-(13)/2であり，中間主応力の方向 (σz方向)を

含み最大主応力の方向と最小主応力の方向を2等分する面に生ずる(図 2.'! 8). 

図2・3;に示した応力成分の力学的意味からも'.応力の各成分の値自体は用いている座標

系と不可分なものであり t .BUの座標系を用いれば一般に成分の値は異なったものとなる.し

かしながら，応力テγソルという座標系に無関係な量 (1点における内力の状態という力学

的な量)を座標系の助けを借りて9個の成分で表現しているのであるから.異なる座標系に

関する応力の成分の聞には応力成分の変換則と呼ばれる一定の関係が存在するこれは..た

とえば式 (2，・3)あるいは式 (2・めから求めることができる.

【倒112・1] :;鞘方向を主応力as方向とするこつの誼角盛観系 O.ryz..o.rγzに関する応力成分の

密換則を式 (2・8)を用いて示せ.ただし s軸とど献のなす角を 0とする.

【解.) .0%γz系に関する成分に'を付すことにする.図2・3に示された応力成分の意味から.a.= 
o.'=a，. t'，.='raz=f'，.'='r...'=Oである.図2・9に示すように，式 (2・8)でnをど軸方向の単位
ベタトル (cosfJ. sin fJ" 0)にとれば a(.)-σ'z'.(τ(1I))2='ro6，'2であるから
. o.' = aJ<∞s20+a， san2fJ+2'rz， cos 0 sin 0 
=を(aJ<+a，)+す(az-O".，)cos糾'rzrsin 28 
'rz，'2=((1J< cos O+'rz， sin 0)2+ ('rJ<， COS O+a， sin 0)2-ai2 

=[す(九一作)sin28-ロ，∞s28r
となる.0=0ではら，'=f'z，・であるカ‘ら

'rz，'ーを(ø'，-az)山戸+~z， ω勾

(2・10a) 

(2・.10b)

となる.

o，'は. (2・10a)でOの代わりに fJ+π/2として

a，，'=す(aJ<+a，，)ーを(aJ1;-町)cos2fJ-f'z，山却 (2・10c). . 
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図2・9 座謀軸の回転 図2・10異なる座標系での応力
成分の関係

である.との場合の式 0・1句は，図2・10の三角形部分に作用する力のつり合いにもどって考える方
が簡単に求まる. ・. ・

応力成分の値自体は座標系により一般に異なるのでスカラー量ではない.しかしながら，

応力テyソルに固有であって座標系には依存しない一つの値で決まるというスカヲー-量も存

在する.先に述べた主応力的，σ'..(1， は応力状態によって定まる値をとり座標系には依存し
ないから，それぞれがそのようなスゐラー量であるJ普通は，これらから作られる三つのス

カラー量

J1 = (1. + (li.+σ3，、J.=σ'.(1，+ (la(l. +町内，J.=σ•(1.(1. (2・11a) 

をそれぞれ応力の 1次， 2次， 3 次の不変量 (inva~iants) という. これらをー艇の座標系

に関する成分で表すには，たとえば式 (2・めを用いればよい.特に品は，

J.=σ1+ (1.+σ3=σ~+(I，+の

である.とれが司変量であることから

(2・11b) 

vt(σ~+叶の)=今一 (2 '.12) 

は， 1点においてあらゆる面を考えた場合，それらの面に作用する垂直応力の平均値であ

り， その点における平均的な等方応力(負の静水圧応力〉を与える. この σ鳴を平均応カ

. (mean stress)という.また，この (1m.を用いて式 (2・4)の応力テンソルを
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(2・13)

と分解すると，最初のものは，どの面にも垂直応力向しか作用していないという平均的な

等方応力作用を褒し，後のものはせん断的な応力作用を褒ず.後.者ば偏差応カテンソJf，

(deviatoric stress tensor)と呼ばれ，塑性変形を考える際に特に重要となる.

(2) ひ ず み 物体のどの部分を考えても，応力が零の状態と応力が生じてい

る状態とでは，その寸法形状が変化している.すなわち，変形した状態にある.物体内の点、

~ 

2・1応力とひずみ 19 

Pにおける変形の状態とは，いいかえれば，点P

を含む微小部分内の各点が点Pに相対的にどのよ

うに変位しているかということである.そこで，

図2・11のように物体内で微小距離離れた2点P，

Q をとり.位置ベタトルをそれぞれr，r+drと

する.外力の作用によって P，Qがそれぞれ u，

u+duだけ変位したとする.duが P点に対す

る Q点の相対変位である.直角座標系Ozy%での r，dr，u，duの成分をそれぞれ (z，y， ~~ 

%)， (dz， dy， dz)， (u~， tl，. Uふ (dus.du，. du，)とすると F 

~u ~.~. au L.  a du=一旦-d.2:+ー旦-d智+一旦-dz.az -. ay -11' az. 

0 
図2・11近接2点の変位

(2・14a) 

あるいは

duλ {主主主~!主2 主&主主 ¥I d.2: 

du， 1=1 .主az弘主ay弘主az.主11dy 1 (2・14b) 

du， J ¥ ~ オn“ す司ハh

である.したがって， P点近傍の任意の点の相対変位は，変位成分のP点での偏徴分係数の

9 9 
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困2・12変位のこう配



20 2寧線形破捜力学の理論

組で完全に定められる.すなわち， p点での変形の状態とは，これら9個の偏徴分係数を成

分とする一つの量であるといえる.これらの成分のもつ幾何学的意味を図2・12に示す.

きて図2・12(d)は.相対変位duの中には.P点近傍の寸法形状の変化を伴わない回転

も含まれている.ことを示している.このような近傍部分全体の回転によってP点に応力が生

ずることはないので，これまで広い意味で変形といい表してきたものから，回転を取り除い

て真に長さ・角度の変化を表す量を考えなければならない.その際，変位成分の偏徴分係数

; uz/iJ%，. ouz/iJy， .....・-は徴小量であり，これらの2次以上の項は無視できると仮定するこ

れは簡単に微小変形(infinitesimaldeformation)の仮定

{ といわれるもので・特に断らない限り以後の取跡州提

条件である.この仮定により. P点近傍の回転も鍛小角の

回転としてよく，よく知られているようにベクトル ωで

表す:ことができる. Iωlが徴小回転角の大きさで， oの

方向が回転軸方向である.図2・13に示すようにP)点訪‘ら

dr離れた点Qは.この回転によりP点に相対的に

£ 

du=ωxdr (2・15a) 

だけ変位する.ω の成分を(的， ω，~~叫)とすると・v

(ij)=(iZ3jG) 

P 

図2・13 徴小回転による
相対変位

(2・15b)

である.とのように徴小回転は， 3行3列の反対称な行列で表すこともできる.そこで一般

の場合に，たとえば

寺子=を(苛+を)+を(考よさ含)
のような分解を考え

6~= ~"z z-iJ% ' 

T恥F悦.=T.伊s

ε，，=勢・

h陶山官戸=叩T"z=を叔(与苛f+ 3勢~)

6.= ~";: 
.-iJ% 

的.r=ーω沢一ωz=をゆ-~~~) 1 
ω'.I'z= ーωZ~=::-(1)，= ~ (告-37)j

(l)z，，=-ω=一日告(彰一告)J 

(2・16a)

(2・16b)

2・2..Hooke の 法・二則

と表すことにすると

~iJu:r: iJuz ' iJus 
iJ:r iJy iJ% 6lr 'Ts" Tn 

.今.
1. 

0ωsvω:t:1l 

21 

: " 

2笠!. iJu!_ 生!_'I=
iJ% iJy:.、 iJ%

Tu; 6， T.z +1ω11. 0ω11= 1. (2・17)

iJu， iJut: 、oU.r
iJ% a子a;- ωU'ωt:;': 0 T.lr Tz"εz 

である.式(2・17)の右辺第2項の行列は反対称であ勺て回転を表し・一回転テンソル (rota-

tion te~sor) と呼ばれる. !したがって第 1項の対称行列が長さ守角度の変化を表している一

つの量でひずみテンソル (straintensor) と呼ばれる. 9個の要素 ε;1:，T::"，'"・H ・が %11:::系

でのひずみの成分でありト.定義により対称である (T'&=Tt:II" Tz::=rz.r， T~'=Ttls". 図 2 ・ 12

(a)に示すように 6z，E;， Erは毛れぞれ %，y，%軸方向の線要素の単位長さ当たりの伸びを

表すのでこれらを綻ひずみ(Iongi~\Íd，inal strain)成分と呼ぶ.また T，，=，Tu， Tlr'は，図 2・

14に示すように互いに直交する座標軸方向の2線要素聞の角度の減少量の半分であり，せ

ん断ひずみ (shearing. strain)成分と呼ばれる.

ひずみテγシルと応力テンソルは数学的には同じ性格

のものである. したがって主ひずみ，最大せん断ひず.

みiひずみの司唆量，偏差ひずみなどは，応力の場合に

対応させることができる.特にひずみの 1次の不変量

Il=S.+ε:1+εs=elr+ε'，，+&，・ (2・18)

は，体積の変化割合を表すので体積ひずみ (volumetric

strain)あるいは体積膨脹.(cubic. dilatation)と呼ばれ

る.

z 

図2・14 せん断ひずみの成分

EZt=t(努+鮭)(>0)

2・2 Hooke の法員w-ω

前節 2・1では，‘互いに関係している力学的な畳である応力と幾何学的な量であるひずみ

を考えた.この両者の関係は物質によって異なるが，ひずみが小さい範囲では線形の関係に

なることが広く認められている・したがって普通の物体は，ある程度までの外力に対しては

これに比例した変形を生じ，外力を取り去ればもとの形に戻るという線形弾性体、(Iinear

elastic'.body)である. これ以後物体は均質かつ等方性の線形蝉性体とする.・ここで，均質

とは物体が同一材料からできていることを意味し，等方性とはその材料の性質が方向によら

ず同じであることを意味守る.したがって，.'たとえばこのような物体から切り出された引張，

試験片はこれらがどの方向に切り曲されたかによらず全〈同じ応力一ひずみ関係に従うわけ J
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である実用材料の多くは，近似的に均質等方であるとしてよい.

そうすると.:r:軸方向の垂直応力 a.のみが作用すれば，よく知られているように

rν 、
az=&z. 6，=8.=一回ベ=-E aZ)' Tr.=T.~=TQ=O (2・19a)

なる比例関係が成り立つ. ここで E はヤング率 (Young'smodulus)，νはポアソ γ比

(poisson ratio)で，材料令(物質)により異なる定数である.式 (2・19a)は単軸応力状態
での応力ーひずみ関係すあり， σ.=σ108z=61o 8，=8" 6.r=6Sとしてまとめて衰ずと

向 o 0 ¥ lal 0 0 ¥ . 11 0 0 ¥ ， ^ ^ ¥_ 1 +ν'̂  ^ ^ ¥ν I _ . ~ _， 
l 0 62 0 J=よ言汁o0 i.O 1-E a1( 0 l' 0 J (2・19b). 
¥0.0.6.1 、 ¥0 0 01・ ¥0 0 11 

である.前節2・1の(1)で述べたように，一般の応力状態も主応力方向を座標軸にとれば

(σ201C。山。。)(。。〉o a2. 0 1=1 0 0 0 1+1 0 内 o1+1.0 0..0 1 
o 0σ.， ¥ 0 0 0' ¥ 0 0 0 1 ¥ 0 0 a.1 (2・20)

のように3種の単軸応力状践を重ね合わせて実現できる.この右辺第1項の単軸応力状態の

ひずみは式 (2・19b)す与えられる.等方性体であるから第2項，第3項の単軸応力状態の

ひずみも応力む方向にさえ注意すれば同様の関係で与えられる.応力とひずみの関係が線形

であるからt .一般的な応力状態 (2・20)のひずみはこれら 3種の単軸応力状態のひずみの和
・で与えられるーしたがって

{81 0 0¥ Iσ1 0 0¥ 11 0 0¥ ， n _ n ¥_ 1 +ν1 ̂  _ ^'ν ・ 1- _ .._¥ 
l.~ 6， ;-:.~ J一号斗 O 内 Ojy(何十句)(O. 1 . 0 J (2・21a) 
¥ 0 0 ;6.1 ¥ 0 0 asl・4 ・・;'. .¥ 0 o' 11 

である.式 (2・21a)は，一般の場合の応力ーひずみ関係を主応力座標系での成分を用いて
表したものである. "，-

これを一段の座標系での成分を用いて表すと

./6:J& TQ Tz.r¥ ，/(1z 'rz， 'rn¥ . -'/1 0 
1.. _ _ ¥_ 1 +ν， - ¥νI  
¥ r，:t: B， r.，. J= .. E . ¥ 'r，:t: a，ω'J-E {σz+σけの)(0 1 
".r. r.pε.11 ¥'r.r:& 'rqσ'.1 ¥0. 0 D 

， (2・21b)." 
となる.この関係は応力について解いた形に表すこともできる.式(2・21b.)の対角要素の
.和をとれば

1-2 
..+6，+6.= .&. -Eと(σz+a，+a.) 、 (2・2勾1

となるた主えば"第2項の単軸応力状態のひずみは，式 (2・19b')の右辺で σ1をむに
換え， 1行1列と 2行2列の要素を入れ換えたものとなる. これを式 (2・21b)右辺第2
項に用い，両辺に E/(l+ν)をかけることにより

2・3 平面ひずみと平面応力 23 

G:?)t(i:;ij 
{1+ν}b{1-b}{hh，+aJl111 o 0 
。
1 。 (2・21c) 

をうる.式 (2・21a""" C)は，もちろん同一の応力ーひずみ関係を表しているが，この関係
を.Hookeの法則 (Hooke's'Iaw)という.特に，・ひずみの成分が To5.，;:rp:J& 以外すべて零で

あれば，・零でない応力成分はす.，='r'Z= Tz，E/{1 +ν)のみとなる.これを
::'r.，=2Gr;;' (2・23)

と表したとき~G を剛性率 (modulus of rigidity)という.したがって

=T7LT ・ (2・24)・
一2(1+ν)

である.徹小変形を仮定し.Hookeの法則 (2・21)を用いて応力，ひずみ，変位を取り扱

うのが緯形弾在蹟であり，以後の解析もこれによるものである.

2・3 平面ひずみと平面応力ω

弾性論に基づいで具体的に応力場を求めることは.一般的な問題に対じては必ずしも容易

ではない.しかし，物体がこの節で説明する平面ひずみ.平面応力の状態にある場合には，

応力場を求める問題は2次元問題となり取扱いが幾分簡単になる.また，これらの状態は，

柱状物体や板状物体において生ずるので.突際的にも重要なものである.き裂を含む物体の

問題もこのような2次元的な場合が基本的である.

(1) 平面ひずみ 物体は非常に長い柱状物体とし，図2・15に示すようにその軸

方向に一様でしかも軸方向の成分を持たない外力が作用しているとする.物体の両端付近の

部分は端の影留を強〈受けるが，両端から十分離れた部分は

この影響をほとんど受けない.これと外力む状況とを考えあ

わせれば，物体の河端付近を除いて，軸に垂直などの断面に

おいても変位の様子は同じで.特に軸方向の変位は零である

としてよい.すなわち，軸に垂直なー断面を ::cy平面にと勺 外力

て変位を表すと

Uz=u:/&(:r:.1/)， u，，=u，(:r:.1/). u.:=O 

(2・25)

である.このときには式 (2・16a)により零でないひずみ成

外力

図2・15平面ひずみ

予

J' 
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分が・zy平面内の成分

ε%(.x， y)， 6~(.x， y)， T%，(.:r， y) 

のみとなり，しかも平面内の位置だけに関係する.変位が式 (2・25)で表される場倉を平面

ひずみ (planestrain)の状態という.Hookeの法則 (2・21c)式により応力とひずみの関

fσ% 1'，;却，¥ {6% 1:q ¥ .，戸.， 11 0¥ 1 
( J=2G伺(. J+与z是←制-刊?ベ(匂ε匂%+6匂ω州Fρ川)1 I I 
¥1'τ，z σ，/， ¥r，何z ε匂，，/ ...一晶“11 ¥0 11 I 

σ吟'，，=舎F刊(白6%山z汁+竹zρ灼，，)=JJ(司叫νバ(σ 汁九6内ω仏Eρ)， 1'"，，=戸ん=

となる.ただし，ヤング率Eの代わりに剛性率Gを用いてある〔式 (2・24)).応力ももちろ

ん .x， yのみに関係するから，応力のつり合い式 (2・5b)は

となる.

(2) 平面応力 物体が坂状であれば"板表面の影響は内部の2すべての点におよ

ぶことになる.そこで図2・16に示すよ;5に，厚さhの宰坂がその側面に板商に平行な外力

を受けている場合を考える.板の中央平面を .xy平面にとり坂に垂直に z軸をとると，坂両

面%=土h/2上で σ'"=1'，，z='t.r，=Oである・ bきわめて薄い坂では，両表面て零である九百z，

1'q は坂内部でも零と考えることができる・そうすると応力成分はどの点においても.xy平

面に平行なの，al/. 1'z，のみとなる. このように，ァ平面に平行な応力成分のみが作用して

いる損合を平面応力 (planestress)の状態といい，一般には σ'%.a". 1'z"がzにも関係する.
したがって， 厳腕密に肌』は主.)Jj内航応力 ω

元問題にはならない.ただし，きわめて務い坂であれば，平面応力を仮定し，かつ応力の板

厚方向の変化を無視して近似的に2次元問題として取り扱ってもさしっかえない.

上では，・板厚がきわめて薄いということで，坂衰面て零である σ'"，1'""， 1'1:%は板内部でも

零であると考えた.実際上重要なのは板厚が比較的薄いという場合であるが，このとマきにも

a=は板内部て需とみなすことができる・ なぜなら，-FI:=Oとして応力ゐつり合い式 (2・5
b)の第3式を板表面で考えれば[aa=/a%:b吋A/I=Oで

あり， σzは板褒面上で値が零のみならず坂厚方向の変

化率も零となっているからである.このようにいたる

所での==0で.%=土h/2面上です.r，='tn::=0である

場合を広務の平面応力 (generalizedplane stress)の

状態という.比較的薄い板であれば，応力成分の板厚

方向の変化が小さいので，応力成分の板厚にわたる平

係は

(~ 

aa・ af':n • I'!' _^  .引 aa.
3f+守+九=0，' ~ι+手L+凡=0

uy oz ，oy 

£ 

(2・26)

均値は実際上有用なものとなる.そこで.薄い痕が広範の平面応力状態にある場合に応力i

変位の仮厚平均を求めることを考えよう板厚平均をーで表すごとにすると，たとえば

九三山，がすj-:ψ，y，%)d% 
であり， d.=Oである.応力のつり合い式 0・5b)の第 1，2式について痕厚平均をとり，

.lI:=土h/2です，，，=1'u=Oを用いれば

aitι+ a:.n +F%=O， '，a!p% +与+F，，=o (2・28)a:z: "i ay "i r %--u， ~;J:.c '，T ，ay T:.~"ア

をうる.また.第3式で F，，=Oとして榎厚平均をとり，0，，=0を用いれば

a-r..... . a畠
，V:，!U +ー」邑=0a:z: . ay 

をうる.0'1:=0であるから Hookeの法J{IJ(2・21c)式より

~. (ぎ・ 29)

(2. 27) ~.=一世τ(山，，) (2・30s')一

である.これを式 (2・21'c)へ代入すると面内の応力成分とひずみ成分の関係はい

c:?{rEz j(10)  =2O('%' ' ， T%')+去と (ε~+S，)(L ， U) (2・318) 
_~ (1.1 --¥"n IS，.)' 1ー ν ¥0 11 

となる.式 (2・308).(2・318)が平面応力の場合にもあてはまることは明らかである.

これらの関係は坂厚平均に対してもそのまま成り立ち

lit% f:q ¥ _ ，..Iiz f%， ¥. 2Gν"..，(10¥ 
(- -. 1=2GI" . -，+マ一一(iz+ωI ， 1 (2・31b) 
¥r，z 0，1 ¥r，，:I:' i"J 1 - JJ -- .-' ¥ 0 '1/ 

、，，，
'
 

-e-+
 
z
 

-as -ν 
ν
一一
-
唱

A一一
E
 
・a- (2・3Ob)

z 

である.またふ式 (2・168)のうち，面内のひずみ成分と変位成分の関係私梗厚平均に

対してそのまま成り立つ.すなわち

: = au% ...=_~空'-. Tn=~ (主+~") (2・32)h=  a; ， a，，=-aY' T%f~2\ ay o a:z:") 

である.式 (2・28)，(2・31b). (2・32)を用いて .:r，yのみに関係する h・0"，r:l:"~ Uz， 

u" を求めるのが広畿の平面応力問題である'.~次元問題での平面応力問題は.広議の平面

応力問題にあたる.以後平面応力は広畿の平面応力をさすものとし，板厚平均を裂す・も省

略する.

【3)平面問題 平面ひずみ問題と平面応力問題を比較すると，応力のつり合い

式 (2・27)と (2・28)，変位とひずみの関係式 (2・16a)と (2・32)は全く同じである.

また，平面応力の応力ーひずみ関係 (2・3fb)はポナソン比νを形式的に

ν，=_21_ー，、 (2・33).
-1ーν 1

外力
s 

図 2・16平面応刀
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と置き換えれば，平面ひずみの応力一ひずみ関係 (2・26)・にー致する.とのように，平面ひ
ずみと平面応力で，問題を解くために用いる関係は定数の単なる置き換えて寸予て同じ形と

なる.したがって，これら 2種の問題は数学的には全く同等であり，平面問題 (2次元問

題〉といわれる.たとえば，平面応力問題の解で蹄性定数として G，νが使ってあれば， νを

(2・33)の ν'で置き換えるだけで対応する平面ひずみの解が得6れる.

2.4 ひずみの適合条件ω

変位の成分が与えられた場合には，これからひずみの成分を求めることができ， H∞，keの
法則を用いれば応力の成分も求めることができる.逆に.ひずみあるいは応力が与えられた

場合に，これに対応する変位が弾性連続体として可飽な変位，すなわち，一価連続な変位で

あるかどうかは問題である.応力あるいはひずみに対して実際に可能な変位が常に存在して

いることを保註する条件がひずみの適合条件(compatibility∞nditionsof strain)である.

平面問題は応力に着目して解く方法が便利であり，この条件が特に重要な役割を果たす.こ

こでは，平面問題の場合だけを考える.

平面内の変位成分"z，"， が与えられたとするとひずみの成分は

a-aus--2笠L
111-a:z; ，句- ay・τーよ!主主=主ι〕司-2 ¥ ay .-a:z; J 

である.したがって，ひずみ成分の聞には

笠号+主与=2~圭Layl . a:z;1 - -a:z;ay 

(2・34)

0・35)

なる関係が存在する.逆に， .式 (2・35).を満たしているひずみ成分弘知 T.， が与えられ
たとする.式 (2・35)は / 

• -L(主L_a!=r)=.:l-(~-主主、
a:z; ¥司:z; a・yJ ay ¥ a.i- ay / 

と表されるが.これは-

・8匂 _aT:r1l ~ aj' ai'均 aS:r二af
言r一言1(-ay' 苔rで吉y 壱?

Lたがって

金L.=_a_ (.c'...s.....__' ，'a6:r..;"， _! as =3FV+rzム 37Z32(rzsーρ

;‘ 

であるような連続関数f(:z;，y)が，定数を除いてただ一つ存在す工る手とを保障しヌいるιす

なわち， aを任意定数としてf(:z;，y) =/o(z， y) +α と表される連続開設が存在する. そう

すると.上の後の 2式がまた

したがって

2・5 Airy の応力開設

伊勢・ f+日

27 

ー若手・ 6.，;:考， T:r1lーを(Jf+会)， J=す(舎一考)
(2・36)

を満たす連続関数 g(z，y)， h(:z;， y)が，定数を除いてただ一つ存在することを保障してい

る.ただし，これは f(z，y)中の αを一つの値に固定した場合にいえることであり， αが

不定の場合には， g(z， y)， h(z， y)は定数のみでなく，それぞれ α:z;，.一仰を除いて一意

的E定まることになる.それゆえ f3，Tを任意定数として

g(z， y) ;:go(z， y) +az+T， Il(z， y) ;:ho(:Z;， y) -ay+f3 

・と褒せる一価連続関散が存在する.式 (2・36)は. g(:z;，y)， h(:z;， y)がひずみ成分 8.11'， 8;，

T.II'1Iに対応する変位成分".11'，"，であることを表している.また， /(:z;， y)は回転の成分的

にあた勺ている.それゆえ，ひずみ成分 '.11'.6，.TIII，が式 (2・35) を満たしていれば一価連
続な変位成分 "III.~， が存在・し，これらは物体の並進と剛体回転を除いて一意的に定まること

になる.式 0・35)，訴平面問題でのひずみの適合条件である.

2・5 Airyの応力関数.-.)

平面閑題で体積カが零の場合，応力のつり合い式は

aa.. . 'ar.." _^  ar"... aσl ーヱ三+"!.sr=0. ~与三+ "..."11=0 a:z;.' ay -. a:z;" ay 

である.これらは

aa" =主ニ!!!l
a:z; ay' 

五二主主主=aa， 
a:z; ay 

であるから

0.;:考， r..，=ー者， 日ー考， vff

(2・37)

なる関数 f(z，y)， g(z， y)の存在を意味しているこれらの /， gを(1:r， σ"τ却にかわる

未知関数と考えれば，応力のつり合い式 (2・37)自体は恒等的に満たされ，そのかわり
aa. _ af 
す=昔(=句〉

が満たされなければならない.この式は

f-az--az -ay・ ff- a:z; 
なる関数l(i，y)の存在を意味しているから， lを/， gにかわる未知関数と考えれば，応力は

予

J~ 
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τ--azz 
~，，-- a%ay 0・38)

で与えられ，応力のつ与合い式は恒等的に満たされることになる.ζの関数1(%，y)をAiry

の応力関数 (Airy'sstress function)という.X(.r， y)をどのように選んでも，式 (2・38)

で与えられる応力は応力のつり合い式 (2・37)の解にはなっている. しかし， この応力が

弾性連続体として無理でない変位向(%，y).的(%，y)によって生ずるものであるためには.

ひずみの適合条件式・0・35)

al"" . a1all _ ^ a'T.，，， 
T キ+長ヰ=2: ':11 oy2 . a%' -(I%ily 

が満たされなければならない.この式のひずみ成分を Hookeの法則を用いて応力成分で表

し式 (2・38)を代入すれば.応力関数 χの満たすべき方程式として

ただし

y41=0 

I at ， a' ¥1 _ a4 ，，.. a4 ・ iJ4
F4=(FZ〉hbzz+hF)=石τ+2窃荷主+可τ

(2・39)

をうる.yl/. f14g=0を満たす関数f，gをそれぞれ調和関数 (harmonic!unction).軍調和

関数 (biharmonicf unction)というので， Airyの応力関数 Zは重調和関数でなければな

らない.式 (2・38)，(2・39)には材軒を特徴づける弾性定数が含まれていない.したがっ

・て，特に応力だけでかた・づく問題，ずなわち物体の境界条件が表面カで指定されている問題

では，面内応力の分布が材料によらず同じになる.

次に，応力関数χと変位成分 U:r;，U"の関係を求めておく.平面応力の場合には，式 (2・

31 b)， (2・32)，(2・38)を用いると

(2・(0)・OU，，_ a'1， 1 
2Gーで:!..=一号士を+一一一一ylzOV - aが 1+νι

a1.!_:c_ __  a'1 _L 1 ...， 
2G37--3ZT+T宇7Fzb

《令子+誓)=-a託
をうる.Y.X=Y'(yll.) =0であるから y'1は調和関数である.いま，

とすれば o'tt/a%oyも調和関数であるから

ゆ(%，y)を調和関数

Y'tt=O. FEZ211L 
ι iI.xoy (2・(1)

を満たす併を求めることができる.これを式 (2・(0)の第1，2式に用いて積分すれば

均 s=一者+辻τ勢+拘)， 写Gu，=一考+廿τ普+q(%)
α・(2)

をうる・.ここで p(ν).q(.x)はそれぞれ y，.xのみの任意閑散である.式 (2・(2)を式 (2・

(0)の第3式へ代入し y2o=0に注意すると

2・6 複繁閑散による平面問題の取扱い

p'(ν) =-q'(.x) 

をうる.したがって，a， sを任意定数とすると

p(y) =ーαy+s，q(.x) =a%+r 
である.これらを式 (2・(2)に用いて

29 

ax ，" 1， oφB  
2Gu.=一一一ー+一一一」与 ~ay+ß，a.x . 1+νa智 r

、oX ， 1， oφ 1  
2Gltu=一一一ー+一一一よL 十α.x+rI 11 oy' 1+ν o.x . --.， ¥ 

内=務子・ Y'{>=o 

(2・(3)

をうる.'(ー仰，a%)/2G'は剛体回転変位を，(s， r)/2Gは並進変位を表すので応力には関係

しないー

2・6 複素関数による平面問題の取扱い

(1) 複葉広カ関数 2ト-.5 節で脱明した .Air~ηy の応応、力関数 χ(%.-y討)は.複素変数

.z=.x+iy (i=.J=I) 

の関数を用いると，一般形を表示することができる. 複紫数の突部，

Re. 1mを用い.共役複素数を表すのに記号ーを用いると

Re(.z)=%=を(.z+i)， Im(.z)=y=す(z-z)

鹿部を表すのに記号

'， 1 ・0・(4)

である.%， %を独立な変数と考えることにすると，式 (2・(4)は%，yから%，zへの独立

変数の変換を表しており

a _ h a ~ H a _ a ~ a 
h -o.x "a::: -r o.r ai--a;:' eJi 
a _ a% o ，oi a _. (a  a、
-・E・-圃..=-・E・---田・・...・・・・回・・・・--;;;;;:;.1--・・・・.圃同-，
oy ay o.z . oy oi -. ¥ o:: oi / 

-az-.:.. a' _L"  fI~ ~ az 
+2一一:-+τ司・P:-az' ....c.，_ o%oi -安 T

at"_'，.az i ，..'，a! az 
-=-r=ーー一τ+2一一一一一一一--ay' ~四 - a%ai ai' 

となる.したがってl

伊伊 ;p. 074_ (_ f_ ...L L V _1/':__~~ 
FZZF+百戸 4ij否定j F-L3F+石i)=16夜震

(2・(5)

(2・(6)

をうる.%， iを独立変数と考えた Airyの応力関数も χ弘正)

(2・39)より

と表すことにすると，‘式

内 =16笠単L=
ι a~ôi' 

(2・(7)
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である.式 (2・47)を£で2回積分すると a(.z)， b(.z)を zの任意関数として

得豆叩+b(.z)

となる.これをzで2回積分し

点〈がrr'似 )d.z切， β(d=jsjs'b(仰ル，、
とおけば

χ(.z， i) =i/1 (.z) + .zfl (i) + fa (.z) + f4 (i) 。(2・48)
である.

ここで， fl (.z) ， fa(.z)は zのみの関数， /I(i)，> /.(i)は Eのみの関数で" X(.z， i)に

実数値をとらせるものであれば任意であってよい.この条件以z，i)=X(.z，言)を考えると

切ら)+.zJ2(i) +f.(.t:) +ム(i)=叙 Z了+事窃+万石)+.I4(i) 
または

玄Uω一λ~]一正fl(.z)-11 (%)]+[12 (.z)ーλ(.t:)]-[faω一l~(剖=0

となるくβ(.z)=11(i)， fa(i) =:λ(.z)などに注意).したがって

/i(.z) =la(.z) ， J.(.t:)=:λ(%) 
としておけばよい.これらから

βω=去る=京二)， f.(i) =:万二:)=友二)
となり，式 (2・48)は

χ(.t:， i) =ifl (.t:) +ザi(.t:)+ Ji(.t:) +，β(.t:) =2Re[iflら:)+，β(.t:)]
と表せる・/i(.z)， fa(.t:)は zのみの任意開設であり，あらためて 2Ji(.z)=ψ(.t:)， 2fs(.t:) = 

φ(.t:)と表せば

χ(%， y)=Re[iψ(.t:)+ゆ(.t:)]

=を[i，(.t:)+ぷ)+作)+広)] ， (2・49)

であるよこれは重調和関数 Zを任意の二つの複紫関数伊(.t:)， φ(.t:)で一般的に表示したも

ので，Go町'88tの公式といわれる.ここでは，これら ，，(.t:)， φ(ぬをGoursatの(複素〉

応カ開設と呼ぶことにする.ただし， ψ(.z)， φ(.t:)は正確には任意の解析関数といわなけれ

ばならない.すなわち，これらは考えている領域で徴分可飽なものでなければならない.こ

れは，上で式 (2・49)を噂いた際には最初から zとEを独立な変数と考え， X(z，のがこ

れらで飯分可能と考えていることによる.したがづて ψ(.t:)， φ(坊の実部.虚部は微分可能

であるための条件(Cauchy-Riemannの徴分方程式)

33RQ(z)3=すIm[，(叫すR均 ω=一去Im["ω](2・ω)
を満たじ，それゆえ調和関数

/1て
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P'IRe[伊(z)]=I7IIm[ψ(.z)]=0 (2・51)

である(ゆ(.z)についても同じ).

(2) 応カ・.変位の複葉関数表示 応力と応力関数 Zの関係(2・38)をz， iで表せば

epzfFhaz.p、
:= ayl =-¥ a.zl -官房?友r)

;PI __/;P . ̂;P .';P、噌
内=訪=¥w+2窃 +aii )7. 

t'oro= -_al~ =-i ( !'. -~a ) 町一一言京子一-'¥W一夜り

である.これらから

;PX 
t1:+内 =4.. iP!_ (=17切・ σ.-t1:+2iT=.=4友Ta.zai 

となり，式.(2・49)を用いれば次式を得る.

t1:+σ，=2[ψ， (.z) +，' (.z) ]=4Re[ψ， (.z)] 1 
σ.-t1:+ 2i'r=， =2[iψ代.z)+φ"(.z)]， J 

ただし

〆州〈伝ω伽z吟〉

各成分について書〈と

t1==Re[2ψ'(.t:)ー匂"(.t:)ーφぺ.z)]" 

t1， = Re[2q>' (.t:) + i，" (z) +φ"(.t:)] ~ 

i=r=Im[iψ"(.t:) +φ"(.t:)] J 

である.

次に，平面応力の場合の変位と応力関数χの関係式 (2・43)は

=_( ~X + ~~ ~+.+-( ~? _ ~! ~_ na， (zー玉川
¥ a.t: . a，正ノ 1+ν ¥ a.t: ai I 

均 =-i(会一会)+廿τ(勢+多)+を(.t:+i)+r

4議=i(喜多一嘉)，
と表せる.第 1，2式より

4 _iP.え=0
a.t:ai 

(2・52a)

(2・52b)

2G(u:+iu，，) =-2与は.f-_gt.+ia.t:+附 (2・53)
F お 1+ν a.t:

となる.また，第4式およびゆが実であることから世=Pl(.z) +Pl (.z)である. これと式

. (2・49)を第3式に用いると att/a.t:=Pl'=ー2午(.t:)+cである.したがって，式(2・53)は

2G恥+的)=辞令(.t:)一杯)-4，'(.t:)+i<<.z+δ (2・54)

) 

} 
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ある.したがって5この方向に距離 sをとれば，偏徴分 o/osは

o_.. O ，~ O as ~ -n" o:.r; TRZ  ，oy (2・60)

九~

であり，式 (2・59a)は

". (a) _ O ( oX、
ιs 一志-¥ay). (2・59b)

となる.今原点 Oを囲む閉曲畿rの外側が内側におよぽす合力を p=(~勘九)とする.r

上の任意点 Aから rに沿って反時計まわりに距離sをはかることにすると，法線がnな
る点で単位長さ部分に作用する力が式 (2・59b)で与えられるから

p"，=  '"  T"，ωds= '-L-( ~1. )ds=r. ~X 1" 、- J-'"ふ:- J. .os ¥ oy J・W-Loy J 

九=+T"CII)ds=-+ .. ~ ( !X )ds=-f !X T~ J -" -- J os ¥ o:.r; I-~ - L a:.r; JA 
(2・61a) 

後た

ま
し

れ

周

い
1
・
用

は

を

A

A

的

、」

-Lq
司
晶r・、

f ( )ゐは rを反時計まわりに 1周する積分で， [ 
の値の差である.式 (2・618)から P，，+iPzをつくり式・ 0・45).

である.ただし.

すべての点で応力成分が一定値 σ:=σ:0.a，，=σ'，，0. t'z，=roを1

(2・61b") 

となる.式.(2・58)を上式に代入すると

九恥+村i仇P九z=可z詰苛1)[ト-(伽Q針+村明♂的P)÷一ベ(Q←一→t♂的州PめP)l附。
であるる句:rを 1周ずるはじめにおいてA点が %=r九，&e位x.p(i，ω'8，&心〉で表ささaれるとするとι. 1周後
には %=r，&偲p[i(8A+21r)]である.じたがづて ρ

[手J:~O." Ö~g i]~ = ~ ~ri. 

九+iP:=-2[特注J:= -[%，，' (%) +，，(%)ザ(%)]:

となる (α は実数.o=s+正2c/(1ナ':')十r)])..式(2・33)により，上式の νをν/(1ーν)と
置き換えれば平面ひずみの場合の変位となる・平面応力，平面ひずみの場合をま・とめると

2G (Uz+ iUII) =岬(%).-:t9n%).-:-q/ (%) 

件二と {平面応力) 1 
，，=~ 1 +νl  

l3-4ν {平面ひずみ)J

である.ただし，式 0・54)の右辺最後の剛体変位の項は ψ(坊に含めてある・
にしても式 (2・52)の応力にはなんら影響しない.

(3) 応カ関教の例

(1) 一様応力場

とる場合は

ψ(が士(山eル・ φ似尚，叱'(%μ仙z

/酔ぺ亡で.ある.これは式 (2・57)を式 (2・52b)に代入すれば容易に確かめられる.

(2) 集中力1とよ否応力場 図 2・マ17に示すように，原点Oに集中力 (Q，'P)が作

用しているとする.応力関数は

仰 )=-S土i乙log
2π(κ+1) 。

.で与えられる.これは次のように確かめられる.

一般に，法線ベタトル n=(7Zz.n，，)面に作用する応力ベクトルの :c，y成分は式(2・3b)，

(2・38)より

2寧観形麗壊力学の理踊32 

. (2・55)

(2・56)

このよう

. 

ぞ

い '(2・57)
， . 
， 

，(2・回)φ(%)=~(Q-ilう z
2π(，，+1) 

であり，これらを上式に代入して Pt+i，九=ー(P+iQ).すなわち九.'+Q=O，.九+P=Oを

うる.これは，rで固まれた部分に (Q，P)なる外力が作用していることを意味している.
rは原点Oを囲みさえすれば任意でよいから，結局原点Oに集中力 (Q，めが作用してい
ることになる

(3) 集中モーメントによる応力場 図2・17で原点に反時計まわりの集中モーメ Y ト

M が作用している場合り応力関数は!

少(%)三OJφ(ふ存10ふ
l 

で与えられる.これを上と同様な方法で確かめてみる.法線方向がnなる面に作用する応力

ベクトルが式 (2・59b)であるから，これの原点Oに関する反時計回りのそーメ Yトは

-yTzCII)+.zT"CII)=-f y .. ~ ( ~~ )+:.r;+( 21刊一一LY志-¥a:;' ) 干すれa，;)J 

[log %]~ =21ri 
宮下ω=σsnz+TFznpFX FZ f-n，-L+ θ )~ 万戸z-o.zoy n，，=~ -n" a:c +n守子)a; 
T..ω='t'....n...+σ払=_ _ at~ 71_-1-asx. ft一._{ _ ..~ò_ .:......__ò_\~ 
J ‘Z"，.Z I U門. 安否すRZT百円，=-¥-71ta%Tn:ay月r

(2・598)

である.図 2~ 18からわかるように nに霊草方向の単位ベクトルの成分は (-n"，n:)で
g 

(2・62)

図2・18法線ベタトルと接線ベクトル国 2・17原点に作用する集中力

乏
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a I _' ax .1 : 旬 、 f政 a:r，'，'ax all・1
=一志ーい3r+り';)+~ a;'古一+3T志一j
a I 侃旬、 ax"‘  =一一一-(.1:-:一一+11一一:...)+一:... ， as ¥ -a.1: . 11 ay l' as . 

である.したがって，原点Oを囲む閉曲線Fの外側が内側におよぽすカは点Oに関して合

モーメシト

比=J~ [一(:r岳+y号)+x Jゐ=[-(.:r:会均寿)+χJ:
， . 

をもっ.式 (2・44)，(2・45)，(2・49)を用いると

品=[一(%笠子2.+点字L)+χJ:==ー叙e[A告主J:+c'x工
=Re[-%iψ'(%)+φ(%)-%1φ， (%)]! 

である.とれに式 (2・62)を代入し

[苛=0・[log%]~=加
を用いれば

Mo+M=Q 

(2・63b)

をうる.閉曲線 r勧原点 Oに収縮させれば，原点に集中モーメ Y ト M が作用している
-ことがわかる・T

(4) JC軸上でむ，=0あ奇いは 0'，=0とな否応カ開設'.1ω Goursatの応力関数少(%)，

φ(%)の代わりに， これらとある関係で結ぼれる二つの複紫関数を用いて応力関数を表すこ

ともできる.このようなこつの閑散のとり方として，それぞれの開設にある特徴をもった応

力状態を対応させることが考えられる.このようなある特徴をもった応力状態として，たと

えばそれぞれ-の複素関数に ι軸上で τ.，，=0あるいは内=0である状態を対応させると，

11 

{あ
?者

z 

11 

(か;
仇事←

(a) (b) 

z 

園2・19z軸に関して (a)対称な応力状態と.(b)反対称な応力状態
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z軸に関して対称な問題あるいは反対称(逆対称)な問題を取り扱うのに都合がよい.ζこ

でs軸に関じて対称な問題とは，応力状態が図 2・19(a)に示じた対称性

σ.(.1:， y) =σ.(.1:， -y)， (/，(.1:， y) =(/，(.1:， :""y)， T'.，(.:i:~ y) =-1".，(.1:， -y) 

をもつものである.:r軸上ではす.，(.1:，0)= ~T'.，(:r， 0)であるからむ，=0となっている.

また，:r軸に関して反対称な問題は図 2・19(b)に示す応力状踏をとるもので

(/.(.1:， y) =-(/.(:r， -y)， ，(/.(:r， y) =-(/，(:rj -y)， 1"..(%， y) =T'.，(.x， -y) 

である.この場合にはむ(%，0)= -(/.(.1:，0)， (/.，(:c， 0) = -(/，(%， 0)となり，%軸上で σ.=

内=0である.後に取り扱うき裂の問題では， 2・7(1)が対称問題，"2.'7，(2)が反対称 、
一

悶題にあたる.

そこでまず，%軸上で τ.，=0あるいは(/，=0となる応力関数を考える.

(1) %軸上でむ，=0となる応カ関数 式 (2・52b)より，.x軸上智=0で

句=Im[iq，" (%)坤，11(羽=0

である.これは，%rpぺ:.:r:)+O"(%)=fll(.:r:)なる関数 fllに含まれる定数がナベて突散である

ことを意味している.したがって，一般のzに対して

却代%)+φ"(%)= fll(%) ， fll(%) = lR(%) 

となり，これを積分することにより φ'(%)を

φ'(%) =作:)-%rp'(%)+的)，的:)=gR(%) ( = Jfll(%)d%) (2・64)

と表すことができる.φ'(%)が任意の ψ(%)とgR(%)=み(%)である任意の gR(坊を用い

て式 (2・64)の形に与えられていれば， ψ(%)，φ(%)は z軸上です.，=0となる応力関数

である. ‘ 

(2) x軸上で 0'，=0となる応力関数 式 (2・52b)より s軸上で

(/， = Re[2rp' (%) +五少ぺ%)+φ"(%)]=0

4 

である.との場合には 2rp'(.x)+%〆(%)+φ"(.:r:)= fr(.:r:)なる関数β に含まれる定数がす l 
ベて純虚数であることになる.したがって，一般に 一

2tp'(%) +--却，"(%)+φ"(%) = f，(%) ， f，(%) =一九(%)

となり.積分することによりψ'(z)が
， 〆日.-‘ 

ゆ'(土)=ーψ(z)ιz〆(%)+g，(z)， gl(%) = -g，(%) (己主加(主)di&) (2・65)

と表されることになるJ ザ(z) が任意の，(坊と gl(%) 三91(~)'に短長佳意の {U(~) を用い
て上の形に沿海えられていれば" rp(z) ，φ(%)は s軸上で(/，=0となる応力関数である.

一般の応力状態は， %軌上で1".，=0なる応力状態と，.:r:軸上で(/，=0なる応力状態の適

当な組み合わせで表すことができる.それゆえ，一般の応力関数を上の (a)，(b)のタイ
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プの応力関数の和で表すこともできる.すなわち}任意のや1(%)，~(坊を用いて一般の場

合の ψ(%)，ψ(%)を

ψ(%)三手1(%)+仇(%). φ， (%) =[~I (.z) ~.z仇'(%)J-[~(%)+:tfl'(.z)]+g(%) 

(2・66)
と表すことができる.ただし.g(%) =ga(%) +g，(%)であり，伊1(%)'~(%)がそれぞれ上の

( 1)， (2)の ψ(.z)にあたる.式 (2・66)で

仇(%)=ψ1(%)ーをg(.z). 仇(%)=:=仰い)+ ~g(.z) 
と表せば

ψ(%)=帆(.z)+拘(.z).φ'(%)=[帆(%)-%帆，(%)]-[仰(.z)+%仰'(.z)] (2・67)

となり，伊1(%)，拘(.z)はやはり任意のものでよい.このように.一般に伊(%)， φ(.z)の代

わりにiこれらと式 (2・67)で関係づけられる抑(.z).拘(.z)を独立にとれる関数としても

よい、その場合には，供(%)=0 ならば z 軸上で τ%，， =0，帆(%)~o ならば z 軸上で σ，=0

という対応がつくことになる.ただし，この逆は一般には成り立たない. これは，式 (2・

66)を・式 (2・67)と表したことによる. %軸上に存在するき裂の問題でよく使われる

~stergaard の応力関数は，これら机(.z)，的)と簡単な関係で結ぼれたものにあたる

【5) Westergaardの応力関数9.10) %軸に関して対称な問題では，%軸上で t'~，， =o

となるので式 (2・64)の関数を用いることができるが，特に g8(%)=0として扱うことの

できるもの也多い.そのような場合には，一つの関数料ゅのみで応力場を表すことができ，

ψ〈坊のかわりに Westergaardの応力関数ω

2. (%)=2ψ'(.z) . (2・68a)

がよく用いられる.同様に，%軸に関して反対称な問題では，式 (2・65)で g，(%)=0と
して扱うことのできるものも多く，その場合にはやはり ψ(坊のみで応力場を表すことがで

き， Westergaardの応力関数

Z.(%) =2iψ， (.z) (2・68b)
乏 がよく用いられる・

式 (2・68)を少し拡張して，式 (2・67)の机(%)， 9'I(.z)と

Z. (.z)=2机'(%). Z.(%)=2i，仰'(%) (2・69)

なる関係で結ぼれる関数 Z.(.z)， Z.(.z)を定めれば. これらを一般的な応力関数として用

いることができる.このときには，式 (2・67)より

Z. (.z) =2ψ'(.z) +%q>"(%) +o"(%)， Z. (%) =でなψ"(%)-i，φ"(%) (2・70)

である・ ψi1(.z)，拘(%)と同様に.Z. (.z) =0ならば z軸上で 0'，，=0.Za (%) =0ならば s

軸上ですz，，=oである.式 (2・70)を式 (2・52)，(2・55) に用いれば，応力，変位は
Z.(%)， Z.(%)を用いて

2・6 複紫閑散による平面問題の取扱い

O'z=Re[ZI (%)]-ylm[Z 1 ， (%)]+21m[ZII (%)]+yRe[ZII'.(%)]、
0'" = Re[Z • (%)]+ ylm[Z. ' (.z)]-yRe[Z 11' (%)] ~ 

f'z.=-yRe[Zr ， (.z)]+Re[ZII {%)]-yIm[ZD '(%)] } 

2Gus=弓.!R~UZI{干)d.z]-ylm[Z. (%)] 

+ヰ.!.ImUZ. (.z)d% ]+yRe[Z. (.z)] 
2Gu.=弓i吋 Zr{%)吋-yRe[Z.ω3

一号l.ReUZI{.z)d%]-yIm[ZII(%)] 

と表すことができる.

ZI(%)~ Z.(坊と Westergaardの応力関数 2r(%)， 2. (%)との関係は

ZI (%) =21 (%)+g'(%)， Z.(%) =2. (.z)-ig'(.z) 

である.ここで， g{.z) =gR(%) +g，(%)は任意でよい.また.式 (2・70)より

37 

(2・71)

。・72)

少'(%)=を[Z1(.z)ー沼田 (~)J=ir2.(%)-i2D(%)] (2・73)

である.特に 2r(z)， 211 (%)のみで取り扱うことのできる問題では g(z)=0であり，その

場合にはあい)=2. (%)， ZD (%) =2. (.z)~である.これ以後本書では， ZI (.z)， Za (%)も

Westergaardの応力関数と呼ぶことにする.

【6) 面外せん断問題 Jこれまで考えてきた平面問題とは異なるが，変位成分が

Uz=o， "，，=0. u.r=u，，(%， y) (2・14)
となる問題も 2次元的に扱うことができる.この場合零でないひずみ成分，応力成分は面外

成分

1 au. 1 au. ，... au rηず， r.rz=す否許可.r=Giず， t'.rz=Gす (2・75)

のみで，いずれも %.yのみの関数である.変位が式 (2・74)で与えられる場合を面外せん

断 (anti-planeshear)の状態という.非常に長い柱状物体の軸方向に z軸をとっ!たとき，

外力がz成分のみをもち.しかも z軸方向に一様に作用していれば.物体の両端から離れた

所で面外せん断の状態を考えることができる.式 (2・75)を応力のつり合い式(2・5b)に

用いると

FEuz-azza az l- +O~U! =0 -a7有T (2・76)

となり.面外変位向ば調和関数となる.式 (2・51)で述べたように複紫数%=%+却の

解析関数の実部，虚部は調和閑散であるから，u.は一般に解析関数の突部で表すことがで

きる.座標軸を表す添字 zと複素数 zとがまぎらわしいので，u.=加と書くことにすると
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叩=会Re[C(%)] (叩="，) (2・77)

であり，式 (2・75)，(2・45)より
1'..-il"".=C'(.z) (2・78)

となる.後にき裂先端近傍の応力場を考える場合， Westergaatdの応力関数Z.(.z)， Z. (.z) 

に対応するものは

Zm(.z) =iC'.(.z) (2・79)

である〔式 (2・140b)).この Za(.z)を用いるときには

却=会'Im[作g(.z)d.z]

l"".==Re[ZIII(.z)l l".I's==!m[ZIII(.z)] 

である.これから明らかなように，一様応力場匂，=s"O，

ZII(.z) =s"o+isso 

である.

(2・80)

(2・81)

l".l':fJ=ss~ を与える応力関数は

(2・82)

2・7 き裂をもっ物体の基本的な変形恥ω

この節以後は，きわめて薄い割れ目;が生じている物体を考えるが，このような割れ目はき

裂または割れ (crack)と呼ばれ，その進展挙動と物体に加え;られる力学的作用との関係を明

らかにす?ることが破壊力学の主要な開題と?なる.この問題を考える式とめには.まずき裂まわ

り，特にき裂先端近傍の力学的状態(応力場，ひずみ場)がどのようなものであるかを知ら.

ねばならない.特に，き裂の進展が非蹄性的な変形をほとんど生じない場合には，き裂まわ

りの応力場を線形弾性論によって一応知ることができ，この結果に基づいてき裂進展の条件

式を具体的に呈示することができる(銭形磁壊力学).ここではz前節め複索応力関数を用い

てき裂まわりの代表的な2次元応力場，変位拐を求めてその特徴を説明する.

(1) 引 張 り. 長さ仰の直線き裂をも

つ無限坂を考え，図2・20のように%，Y軸をとる.

この坂が無限遺方で一様な等方引張りを受ける場合の

応・力.変位を求める.無限遣に作用する一様引張り応

力を σ。とし，き裂表面には外力が作用していないと

する.したがって，境界条件はこのような巨視的な取

り扱いにおいては，き裂は上下面の閑隔が零である切

れ目であり，変形による変位が一般に不連続となる面

で

-・ー・
-喧固・-

CII>> -
4・・

-・-1惨、

t tft t 

ー@

J' II J ，、
ア.CII>>

、

ー・咽・・

園 2・20 等方引彊り応刀 (/0を受
けるき裂

2・7 き裂をもっ物件の基本的な変形 39 

無限遠方で・ ・ (ls =(1， =(1ω l"s，，=O 1 
(2・83a) 

き裂面 (y=O，-a<%くa)上で T":;，，=(I，=O J 

である.この問題は%軸に関して対称な問題であり， 1"."はき裂褒面だけでなく v軸上の

すべてにおいて零である.応力関数 Zr(.z)， Zu(.z)を用いることにすると， ZII(.z)=Oな

らば z軸上で1".，=0であるからまず ZII(.z)=0としておしすると.条件式 (2・83a)
は式 (2・71)により
y=O， -aくzくaで

1%1→∞で

(I，=Re[Z， (.z)]=O 
(1.=内7J注。Re[Z，伝)]=ふ l
vllw-vROE'(z)3}=O j 

(2・83b)

と表せる.したがって， Z.(坊は z軸上 -aくzくaで純虚数となり，十分遺方では(10と

なる関数である.Westergaardll，lI)により与えられた

z.(ゆ=マ接言 (2・84)

は条件式 0・83b)を満たしていることがわかる.ただし.ここで n士吉については少
し注意が必要である.f(%) = ..fi:i=7= ../(%-a){.z+a)を考えるために

%-a=ρao，"a. %+a=p:o，aa 
と極表示すると

パ心=仏eloa・p.kia=J PaPt回P(i 吟~) (2・85)

となる.いま，点 zが点 %=-aを固まず点 %==aだけを囲む閉曲線に沿って反時計まわり

に1周して，もとの位置にもどったと考える.このとき %+aの偏角偽は変わらず，%-a 

の偏角的は21r増加するのでf(%)の符号が変わる.点 %=-Qだけを 1周しでもとの位置

にもどっても同様で，f(%)の符号が変わる.このように.f(%)=J7=o!"は同一点zで符号

のみが‘異なるこつの値をもっ2価閑散である. しかし，%=a， %=-a点を同時に反時計ま

わりに1周しでもとの点にもどったとすると，%-a， %+aの偏角的，偽がいずれもおだ.

け増加するので向+偽は 4π 増加することになり f(%)の値は変わらない.そこで，. %=a 

と%="':'aの聞に切れ目;が入っていて，%=aあるいは %=-aだけを 1周することはできな

いと考えることにすれば，Jて%)を 1価関数として扱うことができるーとの£うに考えると.
符号のみが異なる2組の 1価関数(二つの分紛が得られることになり，そのうち

1%1→∞で f(%) = .rzr::;r→% .~・ 86)

を満たすものを主分肢という.式 (2・84)に現れるJ"T-玄は，分岐点%=土aを結ぶ切
れ自にき裂面をとり.式 (2・86)で指定される主分肢をとっている.
きて， Zr(%)の襲す応力，変位を式 (2・71)，(2・72)から計算する際には

予

J 
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Z，(%)~ マ発7・ Z，'(%)=，ぷヰY'Jz引Eバ巾(伝ω%)柿)
の突部と虚部を求め.なければならない.このために図 2 ・却のようにヤ，-~)， (P山小 (Pt，
QI)をとってーπくa.ah偽くπとすれば式 (2・86)を考えていることになり

J%I-al= ~557叫tdz)=J広[ベ当主)+~叫ヰ坐)J ) 
r 「1 1 = 1 d-t七一叶Bけナ向偽ω)川11
(ωdιF示副P ./1ぷ広EゐJh拘偲叫叫pf，μIμ土 (α向山E

L 2 ，-. . ":".' J I 

= (d;ムe仇ω:)戸i-[∞寸小(“α1汁+愉偽ω)-吋t油ぬす(仇向十九偽ω叶)江] ~ 

ポ玄吋i(αヶ当主)J一ー ρel<< 

万=士，-./p.瓦吋佐山富)

=ポ丈[coやーヰ坐)+i sin(αーヰ虫)J
(2・87)

である.これらを用いれば

6む':&=吋σ向'←-諒J

血 r __J 圃蝿一ム-、 a' _!_ _ _._ 3， . _ ，1 l 
t1， =σ勺'マ寸マ万5去お;京PI乱;L∞cos， α 一一一一一.f玄戸刊」勺)+勺+勺F市;E芯F瓦r7ys劉E…
匂T'z;，=司q寸京弘[戸示去sinα…c∞m。ωs会(叶匂ω叶)] ， " J 

2Grt:=σo '/P1PI[守cos(等生)-557Sinn時ーヰ虫)J1 
_ . . . .. - _ > (2・89)

2Gu， =t10 ./ P1PIf:己主sin(.!!l喜叫-Lsinacos(α~主虫)1， 
L 4岳、"/. p，p量、:.c: I.JJ 

となる.

まず.::c軸上での応力，変位の様子を調べてみる.もちろん ::c>oの部分を考えておけば
よい.p=::cと書き直すことにすると向=I%-al.内，=%+aであり，%>aではa=al=a曹

長 =0. a>::c>Oではき裂上面でー'.=0.向引き裂下面で一戸0，al=-nである
これらを式 (2・88)に代入すれば

%>aで σ'z; =t1，=竺亀L『 すsr=O I 

Uz;=生FJn， voj
-.!%・-a-

0>::c>0で t1z=σ， =~z， =O. UZ;=O 

き裂上面で u円!!9.耕内.

き裂下面で U，，=一色色土.ll';al-子
11 4G 'y 

(2・90)

(2・91)

2・7 き裂をもっ物体の革本的な変形

となる.%>aでの σ，(%，0)の様子を図2・21に

示す.き裂先端から測った距離 r=%-aを用い

ると

主主主旦= !"_+a 
向、Ir(r+2a)

1+r/a 
/2 (r/a) (l+rI2a) 

4I.. 

_ 1+a/r aa--= 、11+2a/r
である.き裂先端付近 r/a<'1では r/aで展開

して

図2・21%軸上の応力成分 t1，

今 Ql='J子 !J妄+......=J手[1+持)+..・..-J
であり，き裂から十分離れた所 r/a>1では a/rで展開して

; 平手r~1十を(ラY+ ・
となる.このように ::c~軸上の内は，き裂先端で r-1/1 の特異性を示 t... き裂から離れた

所ではr-Iで急速に，t10に近づく.特にき裂先端近傍の応力は;展開の第1項のみをとって

内(zJbed-Z=岳.1...:.. KI吋 J石 (2・92)
v 2r 42πr 

主義すことができる.

き裂先端近傍の変位;U:r; もr=::c-a，r/a<'1を用いて展開し，第1項のみをと勺て

唱五1-1三U:r;(%.O) =丘一一 J白2 G V2元ー

と表すことができる.

また，き裂面の変位 (2・91)式から， き裂は変形により楕円となることもわかる.破壊

力学では，き裂先端近傍に注目するから，き裂先端 %，=a，y=Oを原点とする極座標 (r，

めを用い.r/a<'1に対する応力，ー変位を表しておくのがよい.これは Zl(%)に ::=a+.

re" を用いて求めることができるが，ここでは式 (2・88)を利用すればよい.r， 8のとり

方から r~Ph 8=α1.であり， ρsina=r sin 8， p cos a=a+r cos ~である.そうするとた

とえば σzは

t1:r;=~r (a+rcos8)∞s(共生)+ r sin 8 sin (主主包
司(rp.L 、品，、ー，

-iLsinoshJL(0+位)1
f'. - .... 

と書ける.ここで r/a<'1.したがって， P.毎2a，a.王寺Oを用いればよい.その結果は
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d'O 

き裂をもっ物体の基本的な変形2・7

CJ'f 

(2・93)

2章線形磁鹿力.学の理勧

cro +・偽

(2・94)

内=会cos~(トsin会sinむ)': 1 

o，，=未明会(l+s.inト寸d) ~ 
τ _ K今~ _ d _，_ d _ ・~ð I 
"プヨ言F?ー言も，a"rU面玄 } 

u.=そ~J妄cos ~ (弓..!.+ sin Z会).1 

戸与J妄sins(弓..!.-cos2会)J 

42' 

を満たすものであればよい.問題 (a)はき裂をもたない無限板の z方向の一様圧縮であ

り， (b)の問題はき裂をもっ無限坂の等方引張りであるー-このような重ね合わせを示した

のが図 2・23である.問題 (a)の応力はもちろん o:ω=ーσ0，o，，(I)=t'z，，(I)=Oで，問題

(b)の応力は式 (2・88)で与えられる.したがって，応力関数は

z.(%)=すき~'
き裂先端における応力の特異性には， (a)の解である一様圧縮応力は関係しない

ので，との場合の K.は式 (2・95)と同じく

K1=σo .{rra 

i予

C10 

図2・23単軸引張応力向を受けるき裂
OII 

-である.ここ"で

(2・95)

である.き裂近傍の応力成分はすべて共通な係数 K，をもち r-1IJの特異性を示すことがわ

かる.この場合，き裂両面の相対変位は先端近傍に隈らずどこでもき裂面に垂直方向であ

K.=σ。&

る.一般に，き裂先端近傍の変形様式で両面がこのように相対

変位しているものを，モード I {mode りあるいは関口型

(opening mode)という。(図 2・22). 予想されることではあ

るが，モードIの変形では，き裂先端近傍の応力場・変位場は

すべて式 (2・93)，(2・94)と同じ形 (r，d依存性〉をとり.

.物体形状.き裂形状，荷量条件というき裂先端から離れた所の

状況の違いは，係数 K.の違いに現れてくる.K.はモードI

の変形に対する応力拡大係数 (stressintensity factor)lII，仰と呼ばれるもので，き裂先端近

傍の応力場の強きの程度を示す係数と考えることができる.

次に，無限遠方で一様なU方向の単軸引張りを受ける場合について考える.境界条件は

無限遠方で oz=t'z，=O， 
11=0， .-aく.:z:<a{き裂面上〉で 句=t'.，=0
である.き裂の問題に限らず，一般に加え合わせる α重ね合わせる〉ことによって，ちょう
ど境界条件を満足するという 2組の応力場に分けて問題を解くこともできる.このような2

組の応力場を求める問題が基本的なものになるか，あるいは既に解かれているものになれ

ば，この重ね合わせの方法が特に有効となる.そこで求める応力を2組の応力の和

o.=σ.(1)+o.(I)， o，=σ，(1)+σ，m，rzs=τ珂ω+t'珂ω
と考えれば，それぞれ-の応力はたとえば

(無限遺方で

y=仏 -aく.:z:<aで
(無限遣方で

官=0，-aくzくaで

(2・96)σ
 

・z

一2一一'a z
 である.

_j 

である.

E倒題2・2] 園 2・却で無限遺方には外力は作用していないが，き裂内面にー却な圧力hが作用し
ている.応刀関数，応力拡大係散を求めよ.

【解3境界条件は，

無限遣方で o..， = 0'.， = r'4'=0 

き裂面上 (y=O，-ez<z<a)で む，，=0， O'，=-to 

である.この条件は， 0'11=0'11'ω+σ~(2)， O'.，=o.，'ω+0'.(2)， r'1I.，=r'II，(1)+r'II.(2) として
r '無限遠方で oaω=r'II.(1) =0， O'，，(1)=-to 

(a) i 
l y=O， -a<z<aで す岬ω=0，O'II'(l)=-to 

および

r，無限遺方で 0'11(2) =r'II.，(2) =0， 
(b) i 
l y=O， -a<z<aで0'.，(2)= "z，(2) =0 

と考えることができる. (a)の問題はき裂のない無限板の一様E緬であり，ー (b)の問題はき裂のある

無限揮の一様引張りである・ ζれを図 2・24に示す.(a)の問題の応力関散は Z.(Z)=-to， ZB(Z)= 

(i/2)toであり， (b)の問題の応力開設は式 (2・96)である.したがって，この場合の応力開設はこれ

らの和

σ.(2)=to 

号ードIの変形国 2・22

o，，=σ。

0・91)

0・98)

ZI(ホペ古匂ァ1)
である.また， (a)はき裂先鑓での応力の特異性には関係しないから，この場合も

K.=to.;;a 
である.

(1)，....，，___ ... (1)........ (1)~n =-o"， o，"'=t'.， υ 
(1)__ (1)ーのσ'，....， =rsr".' =U 
(1)-.. (1) o.".'=o，，".' =ao・
∞∞-n o，'.'=τ.，，'-' =u 

す∞=0:r， 

(a) 

(b) 
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(2・102)

き裂をもっ物体の基本的な変形

Uz=与J妄吋(ヰ..!.+∞Sl~)) 
，=毛~J妄cos ~ (弓三+sint :)J 

2・7

と表される.ここで

Ka=t'o J~ ・←日 (2 ・ 103)

である.式 (2・101)の応力は，r-1f1の特異性をもち，き裂長さ 2a，外力t'oは一つの係

数 K.に含まれている.この場合には.き裂両面はその面内で相対的にずらされている.き

裂先端近傍でこのようなずれによって生じている変形をモード]( (mode n)の変形あるい

は面内せん断型(in-planeshear mode)の変形といい(図2・26)き裂先端近傍の応力場・

変位場は，一般的に式 (2・101). (2・102)の形で表される.この場合の係数 Kaをそード

Eの変形に対する応力拡大係数という.

" 

ー圃~%

/ 
//， 

..1 . ~... 

偽'/

園 2・27斜めの単軸引張り応力 σ。を受けるき裂

z 

-・4・・ro 
且

----an
 

1'0 

向

ー・唱・・

2章録形破壊力学の理論

g 

+ 

図 2・24ー悌な内匝を受けるき裂

、1
l
、r
l
E
J

an

・-a・一一"“， z 
-τ
 

(2) 面内せん断 次に，長さ 2aのき裂をもっ

無限坂が，無限遠方で一様なせん断応カt'oを受ける場合

を考える(図 2・25). この場合の境界条件は

無限遺方で • C1rJ;=σ，=0. 
き裂表面 (y=O，-aくzくa)で

1'0 

1'0 
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ぞ

内力応
裂
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ー・ーー

(2・99)

τz，，=σ，，=0 

である.問題は z軸に関して反対称であり， :r:軸上では

C1，，=0である.応力関数として Zl(Z)=0で

Za伝)=すき~

をとれば条件 (2・99)式が満たされる.

き裂先端近傍の応力と変位を求めるためにき裂先端を原点とする極座棋をか，めとする.

z=a+ret8を式 (2・1∞)に代入して

To(a+re'D 

~2a千両巧云e"

(2・1∞〉

E倒題 2・3] 図 2・z1のように z軸上にあるき裂と角 Fをなす方向の一様引張り応力が無民主方
で作用している.応力開設，応力拡大係散を求めよ.

【解〕引張り方向をど軸とする.:rγ 座標系での応力成分で無限遺方の条件を書くと
無限遁方で (/z'=(/o， (/，'=r"，，'=O 

である・応力成分の変換則式 0・10)を用勺て， :ry座原系の成分で褒すと

無民事方で (/z~を(/0(1+∞s ~J3~， (/r;=:をσ。(l-cos213)" ~，岬=をσ'0 ，lIi~ 2/3. 
である←もちろんき裂面 ω=0，-a予:::r<a)上では σ，==;-:..，=0である・ ζの場合には，無限遺方?でー
蝉制限り内=がり~cos2fJ) を受けるき裂，一様面内せん断 T.. ，=す(/0sin 2fJを知るき弘ァ
l 、...._' -_ 1 

・4糊引張り日玄向(l+cos2仰を受けるき裂のない無限涯の除勧針?せればよい前=者
の応力関勤時式 0 ・ 9句l・ 0 ・ 1∞)で，最後のー却足初場の応力関設は ZD(%)=i(/0/4(1+co~.2P).で
ある.これらにより

-ZJ(が..!!!...1l-eos2fJ)!:. Z山)=~ fi cos 213+卑丘与l
‘ .Jz'J~aZ -，.: ・ rr ---w，.~;_プマ京三~J

となる.また，き製先端近傍の特異応力場も式 (2・9勾と式 (2・101)の和であるから

となるが，き裂先端近傍 r/a<'1に対しては

Z.(z) = :..oa e-l(dm 
令f乙ar

.と近似できる.同様にして r/a<'1で

Z山)=一新市e叫 22，

である.これらを式 (2・71)，(2・72)に代入して，き裂先端近傍の応力，変位は

σ"，=-~・ ι.!...(?.J-.....ムos.!n'... ..!2示ー… 2¥ー・一世 2---2-/ 

σ.. =~ sin ~ cos ~ cos ~ 8 
" ，，/お長ー… 2・--2 ---2 -
日未∞s~(ト sin会吋の

毛ードEの変形ら図 2・26

Z.(z)= 

長

、，
a'
凋
唱

』

m-
n，
画，・、

(2・101)

JZa(幼=句、毎e&Cd/l)
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-である.
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KJ刊
1ーす却 品=向恥2s';;;' 

K.=叫i品=ω~oap品
(2・1凶)

(3) 面外せん断 無限遺方で %y面に垂直方向の一様なせん断応力.soが作用す

る場合(図2・28)は面外せん断の問題であり，変位 U.r(%，y) =w(%， y)，応力 τ，.r(%，y)，

t'.o(%， y)を考えればよい.境界条件は

無限遺方で

t'，..=.so， t'.rs=O 

き裂面 (y=O，-aくZくa)上で
(2・106)

τ，..=0 
である.式 (2・81)により応力開設

(2・107)

11 

@ c:，.t o .0 

-(1 Q 

.0 
-&守@ @ 

@ 

a 

@ 

?m(z) =マ善言
は上の条件を満たすものであることがわかる.

国 2・却 面外せん断応力 10を受
けるき裂

き裂先端近傍を調べるために z=a+re'8を用いると r/ti<.1でば，

Zm(z) =法ァー&(8/1)

で，式 (2・80)，(2・81)より応力，変位は

τ一Km ___ (J 
，.r一万;;:-COS2，

u..= ~m 企よ互daJZ ，，-G 'V-，r_.-2 

である.ここで

Km=.soJiea 

ー__ K. _!_ (J 
~.r.-一吉宗ア副Uす

は，やはりき裂長さ 2a，外力 .soに関係する係数である.この

・場合のようにき裂先端近傍がき裂面の面外方向のずれで変形す

る様式をモードm(modem)あるいは面外せん断型(anti.plane

s}lear mode) という(図 2・29).毛ードEの夏形では，き裂

先端近傍の応力場・変位揚は一般に式 (2・108)，.(2ι109)の l、、

、、

(2-・1侃)

ハ(2・109)

(2・110)

形をとり"Kmがこのモードの応力拡大係数である. 一、、.• J~ 

s 

応力関鋲 (2・84)，(2・1∞1)，(2・107)は同じ形であるが， 園2・29 モードEの変形
これは z軸上 -aくzくaで零となる応力成分がいずれの場合にも z軸上でRe[zJと表

されるからである.

， 
，0<' 
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2・8-き裂先端近傍の応力場・変位場I1-Jω

とれまでに求めたき裂先端近傍の応力・変位は，直線き裂でしかも無限遣に作用する一様

荷重に対するものである.これらの式からも明らかなように，き裂先端近傍のたとえば応力

の程度，いいかえれば応力成分に共通な係数 K..K.，Kmは，き裂長さ 2a， 負荷応力 σ勘

九.soに関係しておりき裂先端近傍の状況だけからでは決まらない. しかし，そのような共

通の係数を別にしたき裂先端近傍の応力の r，(J依存関係は，き裂先端近傍の状況が同じで

あれば一般に成り立っと考えられる.一般的なき裂でも，その先端近傍だけを考えれば直線

き裂とみなすことができるから，先端近傍でき裂両縁が相対的に開口変位(き裂商に霊直方

向の変位)を受けている状況(モード I)であれlf，式 (2・93)，(2・94)が成り立つ.同

様に先端近傍でき裂両録が相対的に面内のずり変位あるいは面外のずり変位を生じている場

合(毛ードn，m)には一般に式 (2・101)，(2・102)あるいは (2・108)，(2・109)が成
り立つ.き裂両縁のー般的な相対変位は，これら三つの変位の重ね合わせであるから，き裂

先端近傍の応力‘・変位も対応する応力・変位の重ね合わせになっているそしてこれらの重

ね合わせの係数にあたる KhK.， Kmは.き裂近傍がまわりからこれらの変形様式をどの

程度強制されているかを表現しているパラメータであり，当然き裂近傍の周囲の変形状態，

したがって結局物体形状，き裂形状，負荷の状態から決まってくる.以上のことを一般的に

確かめてみよう.

き裂先端近傍では，き裂の商録は聞き角Oの直線で

ある.また，先端近傍の両録には外力は作用していな

いとする.き裂先端を原点とする図2・30の座標(%，

y)， (r，めを併用する.まず平面問題を考える20). 境

界条件は，き裂先端近傍の両録。=土π(y=O，%く0)で

σ'，=t'z，=O (2・111a) 

である.式 (2・52a)を用いて内+it'z，をつくり，
上の条件を表すと

(}=-71' 

国 2・30

11 

z 

き裂先端を原点とする座
餌系

a，+it'Zl'=ψ， (%) +q>' (z) + iq>" (z) +φ"(%)=0 (2・111b) 

である.z=re'8であり，この条件がき裂先端近傍ではあるが任意の rに対して成り立たな

ければならないことに注意すれば

ψ(Z)=AZA， φ'(z) =BzA (2・112)

の形の応力関数を考えることができる.ここでλを実数と考えると

ψ， (z) =A2z.l-1 =AJr.l-lelC.l-1)8， q>'(z) =瓦JrA-1e・川-1)8

予

》
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ψ" (z}=Al(l-l)zA・'=Al(1-1)r1-le&U~I)'.

であり.0=士宮として式 (2・111b)に代入すれば

[ (Al + B) + Ae-1I<A・l)1I']lrA-le'U-l)Ir=O
[(Al+B)+瓦e1l<A・l)tt]lr1-1e-'U-UA'=0

ゆ"(z)=Blr1-1e'(1-1)' 

となる.ぇ=0は.，(z)=A，φ'(z) =Bで剛体変位にあたるのでこれを除くと elU・1).キOで
rが任意であるから

(Al+B)+瓦e・11(1・1).=0. (Al+B) +瓦el&U-1).=O
したがって， A=B=Oでないためにはでなければならない.

e-1UlI' = e1'1" すなわち SiD 2π1=0 

が成り立たねばならず

(2・113)

ぇ=号 (n=土1，土2...・H ・) (2・114)

となる.n=O (1=0)は先に述べた理由から除いてよい.また.nくoであれば式 (2・55)
からき裂端で変位が無限大に発散することになる.したがって.nとしては正の整数をとら

なければならない.式 (2・114)を式 (2・113)に代入すれば

B=一号Aー(ーか瓦
である.A. Bの実部を AO.BO.・鹿部を A'.B'， とすれば上式より

BO=-[号+(-1)ヤ• B'=[ーを+(ーか]

(2・115a) 

(2・115b) 

となる.正の整数 nに対応する ψ(z).o'(z)であることを明示するために添字nをつける

ことにすると，結局

れ(%)=A，，%"JI. ψ"'(%)=B，，♂11 .) 

B，，=一号，A"ー(ーかん j 

(B"O=-[号+(ー汁AAA'=[一号+(ーか]ん，)J 
で与えられる似(z)，tt，，'(z)は式 (2・111a) を満たす応力関数である.

が表す応力，哀位は式 (2・52a)，(2・55)より

い 吋包-VE+BEE-])
2G(u，，+iu，，) =KA"z"lI-~瓦"%%(，，./1)-1-B"i"fI 2 

を(O'z+ω=号〈んZ("II)-I+瓦飽玉("11)-1)

. (2・116)

ψ，，(z).仇'(z)

(2・117a) 

(2・117b)

である.%=rel'. A"=A，，o+iA，，'. B"=B，，o+iB，，'を用いて各成分について表せば.

2・8 き裂先端近傍の応力掲・変位場 49 

σz=号r(刷 -{A"O[2+号+(ーか]ベ1一針。+(1一号)COS(3-針。)

+~'ft[2+号一 (-1)令(1一針。 +(1ーを)siゃー針。}]

σ，=frt酬-fAJiO[2-号一(-i)" ]cOS( 1一号)。一や(や1一号封)c∞。s(や(

である.

+Aム~'{[2一号+(ーか]ベ:一説。-(や1-号)s釘ベi泊h

す，，=号〆，，/1)・fARO[号+(ーか]s時一号)θ+(1一号)ペ3ーす)0} 

ーん'伝一(ー叶COS(1一号)θ+(1ーを)C?やす)0}J 

Uz=走rCft/lfA調。心+号+(ーか]ωターをcos(号ーが
-An'[C+号一(ーか]sin号。+れやす)0}J 

U，=岩r(II/I)[ A"o [ IC一号一(ーかJSin~ 0一歩in(2一号)0} 

+A"'[，，一号+(ーか]cos号。+号COや+会)0}] 

き裂先端近傍での一般の応力場，変位場は各nに対する式 (2・118a). (2・1l8b)の重

ね合わせによって求まることになる.この時の重ね合わせの係数である A"O，A，，'は，き裂

先端近傍から躍れた所での条件から決まるものである.しかし，式 (2・118a). (2・118b)
で与えられる応力，変位における rのベき指数をみると.n =1のものが最小で.nの増加

とともに1/2ずつ大きくなっている.いまは，き裂先端近傍を考えているわけであるから，

r は十分小さく 0に近い(き裂を特徴づける代表的な寸法をa'とすると r/a<lである).

したがって.き裂先端近傍の応力場.'変位場の支配的な部分は，式(2・;118a)， '(2・118b)

において.n=1と.したものである.たどえば.n=lに対する σzは

ぬ=会去[A10(会ω会+÷cOS36)+AJGsin会+すsi→。万
=升;{A.{2cos ~ +す(CO中一郎会)J-A.'[-.4sin ~ーをか→。 -sin抑
唱 I瓜。r" __._ IJ _，_ 3 一、 r•. IJ 3 " ， ^ ¥1 

=す:):;:=LA.o¥ 2 cosを-smτosin 0 )-A.，¥ -4 sinす-cosすosin 0 )J 

=~[ A.O( 2cos~ -'2∞+in会sin会。)
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+Al'( 4 sin会+2sin4C4co→8)J 
=去[A何s~(ト si→吋ゅん'副会(2+ω中吋8)J 

である.sin， cosの項をこのように整理し

A10=ゑ， A1'=ーゑ
と書き直すことにす亭と， n=lに対する式 (2・118a)，。・118b)は

σz 

σ， 

τ:1， 

ICOSZJf1--1in主) 1 
I ---2 ¥ 自由 2-“ 2 ノ I 
=ゑr{C4(山斗吋8) ~ 

1 cos ~ sin ~ cos ~ 8 .1 t ---2 ----2 ---2 - J 

f-sin~(2・COS ~ COS ~ 8) I ----，2、ー・曹曹三2-曹司 2-ノ

+....!L.l sin ~ cos ~ COS ~ 8 "'2m-I -一一 2 --:--2 ---2 -
lc斗(l-Si→sin会。)

( 1ιnr:.!__{"!"ニLム ..:"I_!_¥ 
JUa¥=主L 左r J ---2 ¥ 2 ・… 2ノ
l刈 G ηlr 1 sin .!.( ..!.土.L-l'nRI.!. ¥ 、J 、一一 2，¥ 2 --~ 2J 

A7Si→(弓.L+cosl ~) 
Gγ2~ l~nR.!.( 1-~~. ..:"I_!_¥ 

γ--2 ¥ 2 ・… 2J

(2・119)

(2・12の

ふ (2・121)

となる.式 (2・120)，町 (2• 121)の右辺のはじめの部分は，式 (2・93)，(2・94)と同じで

あり，あとの部分は式 (2・101)，(2・102)と同じである.とのように，き裂近傍の一般的

な平面変形はそードIの変形とそードEの変形の重ね合わせになづており.重ね合わせにお

.けるこれらのそードの重みにあたるのが応力拡大係数 K.， Kg である・式 (2・119)から
もわかるように，K.， Kg の値はき裂先端近傍の条件からは決まらず境界条件，負荷条件
から決まるものである.

つぎに，一般的な面外変形を受けているき裂先端近傍を考えよう 11>.変位としてはU"，応

力としてはt'n，T.r.だけを考えればよい.き裂先端近傍のき裂両縁では

.勾，，=0 (2・122a) 
である.上と同様に，式 (2・78)の応力関数 C(ゆがえを実数として

C(%)=C~ (2・123)

2・8 き裂先靖近傍の応力場・密位掲 51 

の形となるものを調べる.式 0・78)，(2・122a)より， C(z)はき裂近傍の 8=土πで

日を{C'仲間J=O

を満たさなくてはならない.%=ref.8と表すと式 (2・123)より

C'(%)=C1zt・l=CかA-lel<.l-l)D，

であるから式 (2・122b)は

[C-ee・11U-I).]lr.t-le'U-UIr=O1 
[C-eellC.l-I)Ir]lrA-le-'U-UIr=O J 

e'(窃弓=elrμr〆1-1e-l<山>8

(2・122b)

(2・124)

となる.1=0の場合は C=Cとなり式 (2・77)より剛体変位にあたる.したがって，持91
としてよいから，上式より CキOであるためには ~ 

e・.&<.1・1).= e11<A -1).すなわち sin 2πえ=0
でなければならず

1=号付=土L 土色……) (2・125)

となる.この場合にも，式 (2・77)から n<く0であれば変位が F→0で無限大となり，解
として不適当になる.したがってnは正の整数であり，式 (2・124)より

C-ee-Il(ψ・I).=Cー(-l)fte=o (2・126)

である.Cの実部，虚部をび， C'とすればi これは nが偶数のとき-C=び，奇数のとき

C=iC'を意味している.

nに依存することを明示すると

ふ(%)=C"♂/1 (C.m=び1m，C.m-1 =iC' 1田-h m=1，2，.・・) (2 ・12η 
で与えられるふ(%)は， .式 (2・122a) を満たす応力閑散である.

位場は式 (2・77)，(2・78)より

これが表す応力場.変

匂:=R{i号C"r哨ザ哨-l)D]
(-mCOIWfA・1sin(m-1)8 

=1一平九_lrfA-1/Icos( mーおo

t'.rz= 叫t 号Cα"r鴨哨m川.
(mび2畑協.rfA-1c∞。s(m一1)8

1-与!C'IfA-lrfA-1/Iω(m-お8

(n=2m) 

(n=2m-1) 

(n=2m) 

(n=2m-1) 

(CO.w・fAcos m8 (n=2m) 1 

(2・128)

Gu.r =Re(Cnrft/le'<ftfJ)D] = { /唱、~ (2・129)
I-C'I.ィfA-明s叫 m-玄.}d(n=2m-1) 

》
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である (m=1，2...・H・).

き裂先端近傍の一般的な面外変形では，やはり各nに対して式 (2・128)，(2・.129)の重

ね合わせが必要で，重ね合わせの係散にあたる C"はき裂先端近傍の条件から決める』ことは

できない. しかし，各 nに対する rのベき指数は n=1で最小で，それ以後司nの増加と

ともに1/2ずつ増加する.したがって，き裂先端近傍の応力場.変位拐で支配的なものは?

n=1に対するもので h 

とおけば

C1'=-jfKm 

(ししLυUTむ匂J斗zzj上:}上)ト一一一珂(∞ T匂冒lIZ 一K圃 J 2 l 
u J 42u 1 . (J ( 
-_. I-S1Oτj 

Uz= ~m j互 sini 
v .， πaー

(2・130)

(2・131)

(2・132)

である.式 (2・131)，(2・132)は単一の直線き裂で無限遠一様荷重の場合の式 (2・1ω)，

(2・109)と同じ形をしている.

このように，ー接的な面外変形でも，き裂先端近傍の応力場，変位場は同じ形であり，き

裂形状，物体形状，荷重条件の相異はすべて応力鉱大係数 Kaに含まれる.

2・9 応力拡大係数11，1

前節 2・8で確かめたように.き裂をもっ物体の平面i市題においては，き裂先端近傍の応

力場(変位場)が常に基本的なニつのタイプのもの〈モードI， n)の重ね合わせになって

おり，面外変形問題においてはそれが常に同ーのタイプのもの〈モードm)になゥている.

これらの基本モ-""1，'き裂先端近傍におけるき裂両録の独立な相対変位に対応しており.
応力場は f(8)/rr，変位場は g(8)rrの形をとっているーこのような特徴は，き裂両畿
が先端近傍では(間隔零の)外力の作用していない平面になっている.

したがって，変位が

Uz=uZ'(.x， y)， u，=u，(.x，1I)， u，，=u，，(.x， y) (2・133)

である一般の2次元変位場では，き裂先端近傍の応力場〈変位場〉がこれら三つの基本的な

タイプの応力拐の重ね合わせになっている.すなわち，式 (2・133)の場合，き裂先端近傍

では一般に

2・9 応力、肱大係数;

+長

cosJtf1-eJtsinJE81 
2'ー 一一 2・一一 2-J 

{1. . (J . 3" ¥ os : ( 1 + sin : sin ~ (J ) ，-. ----2 :τ1-j~ 2 -J 

misi-Ldr  
'，.2 ・一一 2-ーー 2・

。
。

(J {n. ~~_ (J ___ 3 n ¥ 
-sin ..;.( 2+cos : cos ~ (J ) ¥ -" ---2 ---2 -J 

siaiCOSZ;38 
2，-:--' 2 ・E・ 2'~

と041-sin45in30)

。
。

juzl-KI J!?Z7寸)
l::JアケcτTCOSすlJ

sin芸(弓!...+cos2:)  

+争J妄~cosf(与一州
。

‘ 、~‘ 

・
4 

+'_;;抱晶昌
司12πr

¥. 

， 

。
O. 

。
C04 
。

-smす

+2ELaにζ
G 'V2士一

53 

(2・134)

(2・13め
が成り立つ.もちろん以上の結輪は.き裂先端近傍の応力場・変位掲のうちの支配的な部分

だけに着目して得られたものである主裂のよ?一般的な3次元問題巳料予も，き裂前縁

近傍のごく一部分をとってみれば，近似的には上式があてはまると考えられる.

このように，三つの基本的なタイプの応力揚が決まっているので，これらおのおのがどの

程度含まれているかを示すパラメータである応力拡大係数 KhKa，Kmの値だけで，き裂先

端近傍の応力場を一般的に指定することができる.・そして -KhKu，'Kaの値はi境界条件，
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c10 

.十ややb
r -弱 1
叫時現い
ιダー_J 
ますすす@

Kl=~.f'ii.ii 
Ko.=n.f石
Km=so.f石

骨
髄
川
相

〆f

yザ〆
af〆

~I =OIIsin2βJ石
広II=ØIISiDpcosfl~事

KJ =Po~石

(b) (c) 

図2・31 これまでに求めt.:Jt.力拡大係数

したがって物体形状，き裂形状，負荷条件から決まる.いいかえると応力拡大係数KhK..

Kuは， き裂をもっ物体に加えられる外的作用がき裂先端近傍にもたらす力学的効果をすべ

て合やでいる.したがって，どのような外的作用のもとで破壊が生ずるかを問題にする破壊

力学においては，応力拡大係数KhK..Kaが基本的な役割を果たすaことが予想できょう.

このことは後節2・13.2・15でzネルギ的な立場から説明される.
これまでの倒で求まっている基本的なK値をまとめておく.図2・31( a ). (b). (c ) 

の零でないK値は

(a) K.=σo.fiia， KD =t"0.f1rみん=So-l辺 、
(b) KI=Po~る}

(c) K，=σosinls.J瓦 Ka=σosin s cos s -I1ia J 
である.いずれの場合も無限遺方でき裂に平行な方向の一様引張り(庄錨)を作用させても

K値に変化はない.次節でさらにいくつかの基本的な場合について K値を求めることにす

る.式 (2・134)からわかるように，応力拡大係数Kの次元は

(2・136)

[K]=[応力]x[長さ]111=[カ]x[長さ]-1/1

であり， 51.単位系では (MN/m3I1Jの単位で表される.

2・10 応カ関数と応力拡大係数"叫

応力場，変位揚が求まラている場合には

KI=hE J25(σ')"100]=手会h[存 (u，).，...]

KEzhEG(τz，).，;'oJ=希同[存(U.2l).，..Ir]

b=hE  d2F〈T山，]=知[J享ω;).，aa]
、‘，，
u
n

，
 

内

O，----
• 内

G，，‘、

2・10 応力開設と応力紘大係数 65 

からK健を求めることができる.これらの関係は，式 (2・134).(2・135)から得られる.
なぜなら式 0・134)，(2・135)は，支配的な項のみに注目じた近似式であるけれども.そ

こで無視されている項は上の極限値には全く影響しないからである.上式を応力関数を用い

て書き直しておくと便利である.このためには，ゐ既に得られている式 (2・119)，(2・13的
を利用するのが主い.式 (2・119)の A1o，Ai'は，応力関数少(.t:)を似(.t:)=An.t:叩の

重ね合わせで表した場合の抑=A1.t:./Iの係数の実部，虚部である.したがって

A内仙'=短[去ψω]=hE2JZ〆(.t:)]
である.これに式 (2・119)を代入すれば

K.一品=2JEEhEJW(z)] 

となる.同様に式.(2・13のの C1'は

cr=-tCi=-ih[士山:)J=ーtbE2q'(羽

であるから

KE=tJEEPiE JZCU)3 

となる.

(2・138a) 
i予

(2・139a) 

式 (2・73).(2・79)を式 (2・138a)， (2・139.a)に用いれば，.K値と応力関数ZI(Z)，
Z.(z)， Zm(.t:)の関係

XI-tkE=J2552{何 Z.(z)-iZ.(z)]} (2・138b)

Kg=.f2i li守[.J言Zm(%)J

が得られるが，特に式 (2・138b)は

KE=dEEljEEGZE(z)3， kz=dEEhEJ玄Z.(羽
ー.0

(2・139b)

(2・138c) 

と書ける. これは式 (2・116)を式 (2・70)に代入すればわかるように Zi (%) =Ao1z-l/l， 
Za(%) =ーA1'.t:-1/lとな勺ているためである. 以上では， %=0・をき裂の右側先端にとって

いるが，一般に.t:=aがき裂の右側先端の場合には

…=吋句〈羽)

Kロ=idEEbEG弓r.'(羽

あるいは

KI=J225がG弓Z.(.t:)] 1 
KE=dEEbEG弓Z市)] ~ 

Km= .f2i lim [ .J%=五Zm(.t:)]J 

} 

(2・140a)

(2・140b)
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である.式 (2・140)を用いれば，応力関数から直接K値を計算することができる.

2・11 応カ拡大係数の例"

(1) き裂上下面に大きさが等しく逆向きの集中力が作用す否場合 図 2・32に示す

ように， y方向の集中力 p，-pがき裂上下面に作用している.作用点は， き裂中央(原

点)からb離れている.これはz軸に関して対称な問題で，応力関数は

z.(，，)=~ n=~ _ (2・141)
π(，，-b) .J:r:t-a2 

で与えられる.1)• 

まず，この z.(，，)が境界条件を満たしていること

を確かめてみよう.無限遠方 1，，1→∞では n士吉
-→zであるから

Z.(，，)~!.♂ヲT

π，，-

z. ，(，，)~-gp.Jãデbt
πr 

となる.したがって，式 (2・71)より

1，，1→∞で σz=内 =T'.:r:，，=0

g 

ーι a 

P 

因2・32対称な集中引張り力を受
けるき裂

:e 

である.次に，き裂面 (y=O，-aくZくa)上では./:r:t-al=:f:i./at.-京であり.z=bを

除いて z.(，，)は純虚数となり

y=O， -aくz<a(zキb)で q，，=r:q=O
である.最後に，き裂上面の ，，=b点近傍を考える.そのために

，，-b=ee'll . (0<戸〈π)

とおき.6<'bとして応力関数を ，，=b近傍で表すと

Zl(がーっさτマ=ーよ.(sin p + i cos P) π(z-b) πε 

Zr'(，，)~コ芸部=与 (sin 船icos 2s) 
πlz-or 1re 

となる.これらと y=asin Pを式 (2・71)に代入して

σz=一-z-sinF(山 os2s) 

σ，，=一去sins (1一cos2P) 

日一去ωsin2s 

φ(2・142)

2・11応力拡大係数の例

となる.図2・33のような ，，=bを中心とする半径 60(<.b)の

半円上に作用する内力の合力 Pz.九は式 (2・3p)により

57 

11 

九=J: (qz叫+"2:"s叫i :c 

P"戸斗=寸jに:(仕r乃恥ω，，:o“
c叫 + 内いωsin{Jhodf3 

で与えられる.式 (2・142)を代入して積分すると
図 2・33 き裂面上に中心を

Pz=O， P，=ーP もつ散小学円領域

となる.したがって.この半阿部分には正の向きに大きさPの外力が作用していることにな

る. 60'→0とすればこの外力は %=b点に作用していることがわかる.

以上で式 (2・141)が応力関数であることが確かめられたので，式 (2・140b)を用いて

き裂右側先端 z=aでの応力拡大係数 (K.)oを求めると

川 a=JEEbCJFEZE(z)3=去J雲 (2・143a)

P 厄二る
(K.)-o=ー戸JEZ写 (2・143b). 

vrra'Ya+b 

である.き裂左側先端でのK値は (K.)oで bを -bと置き換えればよいからであり，特

に b=Oの場合には

K.={山

である.

同様に考えれば.き裂上下面に z方向の集中力 Q. -Qが作用する場合の Za(z)，

(K.)sø. および zy 面に垂直方向の集中力 ~-R が作用する場合の Za(z) ， (Ka)uは，

式 (2・141)，(2・143)の Pをそれぞれ Q.R と置き換えたものになる.

【倒題 2・4] 国 2・割に示すように，き裂上下面に z軸に関して対称な分布外力 t(z)，-t(z) 

(z軸に沿う単位長さ当た引が作用している.応力撤および応力駄係数を求めよ・また，特に桝

=poの島合の K値が先に求めた式 (2・98)と一致することを確かめよ.

【解〕 き裂面上一云=l"，点で'./J~"長さ ae め部分に作用する

外力は，上面で dP=p(c)de;下面で -dPである.これら

はz=e点に作用する逆向きの集中力と考えることができる.

したがって.dP，-dPだけが作用している場合の応力開設.

応力艦大係数を 0...(dK.)s.とすれば，式 (2・141)，(2・

143)より l

dZ，=.1!$e)de .rar-~ 且 lf(::-~) o/r~42 

附 .42LJ菩

11 

p(z) 

a 

P(z) 

図2・34 上下面に対称な分布力
p(.z)を受けるき製・

:e 
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(2・147)

である.

(2) 一直線上に周期的に並ぶき裂群をもっ無限板が一様荷重を受ける場合 図 2・37

のように，問踊 W で無限個のき裂(長き2a)が z軸上に並んでおり.無限遠方で等方引

彊り応力 σ，が作用しているとする.図より 2a/Wく1である.応力開設11，ω

eo sin(me/W) 
イ討sT{雨前司示而a!W)

2・11 応力広大係散の倒

Km=去J菩+去J吾=J芸長官

(2・144)

2.観形破壊力学の理曲
側 J詩子J苓

である.-a<e<aに対してこれらを重ね合わせれば求める容をうる.すなわち

ZI(が!dZl

ー

η土手t.eillゴ~e 1 
向 ..=寸j附仇a

ぽ偽附飢札'1)ι山)_ん-吋e→4α品仰仇払K桁均恥仏'1)ル山)-んM圃吋.=寸=寸オ7討司北治J:にレ::ンf〆p(叫eのげ)ゾJ芸奈子de I 
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プ》

(2・148)

%=pe'o=p(cosα+ i sin a) (~1rζα 

∞s.z =を(♂+e-U)

-・咽・・

Oi) 

-・噌・・

国 2・37等方引張り応刀 DOを受ける周期き裂

sin % =会(eU-e-U)，

トヤ"ι

が，境界条件を満たすものであることを確かめよう.

5二π}を

4駒

ー門←停-・・・・

0面

-・圃・

ZI (%). 

である.

特に， ρ(e)=l>oの場合には

_!!:ι_(. I a+e 
(K1).= (KJ) -. =ーたすr"'/モ杢き-de=l>o./石、'1raJ-.V a-t 

となり，一様な内fE1>0を受けるき裂の場合の式 0・98)と一致する.

【例題 2・5】図 2・認のような半無限体何〉町中の録き裂の上下面に勾面に垂直な集中力 R，
-Rが作用している.この場合の応力関敵2応力拡大係数を求めよ.

【解〕無限体中の長さ 2aのき裂が同じ集中力 R.-Rを受ける場合は式 0・141)，(2・143)で P

を Rと置き換えればよく

ω=J273J叫=合J吾
である.この Zg(Z)は，半無限体の健き裂の場合の無限遣とき硯面上の条件を満たしているが，半無限

体衷面 %=0が自由表面である (t'...，=O)とLづ条件を満たさない.そこで，図 2・36のように無限体

・中のき裂の.z:=土b位置で上下面に R，-Rの集中力が作用している場合を考えてみる. この問題は g

軸に関して対称であるから明らかに %=0面上で t'....=0であり， .z:=o面は自由衷面と同じである.し
たが勺て，この場合の %:>0の部分の変形は図 2・35の半無限体の録き裂の場合と同じであり，応力関

教は，%=bとz=-bに作用する集中力によるものを重ね合わせて

(2・，145)

に代入すると11 
11 

sin % =会(e-'蜘 Oe"COI o-e， IID Oe-"糊 o)
ー・

a
 

、
『
加
L
F
R

E
e
-
-
-
一-

b
↓

-=-o 

l
 
R

一
aa -

b 
伸 i
R 
h 
'R1l 

} 1.， .-D .ID O_'Dωloム DIIII.o ・IDco. o、COS% =玄le-" 匝e'" 輔十(1" 匝e-'" 匝 J
## z 。

2組の対称な集中面外せ

ん斯力Rを受けるき裂

国2・36国 2・35 対称な集中面外せん断力R

を受ける半無限体中のき裂 %Zl'(%)~- O'Iげinsmy m、ωS(1r%/W) 
k 寸Vi¥W I[sin'(π%/W)"]'P包 O

となる.したがって.式 (2・η〉から・

1%1→∞での=0'，=σo. r.，=O 
である.次に，:t:軸上を考える.1Ca/W:くπ/2であるから

Rn=P 2R，.JaC1i!z ZD(%) = 
凪 Jf(z-b) ..Ji2-7ii • Jf(z+b) ..J%'-ai --JZ'(.:2ーがi)../示二示

となる.また，%=aでの応力紘大係数も同様の重ね合わせで求められる.%=-bに作用する集中力によ
る応力鉱大係数も式 0・145)で bを -bとすればよいから

(2・146)
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J-z m .，m-J ，m ・・品
SlD市Tー細・--w-、Is1o.可，-sm・ W

となり. これは

すなわち

-_!!_ι+加くZ乙く1乙+kπW ......"W "W  (k=O，土1，..・H ・〉

kW-a<:&<kW+a (k=O， 土1.…・・)

で純虚数となる.式 (2・149)はき裂面を表しているから.式 (2・71)より

き裂面上で 1':，=0'，=0 

なる境界条件も満たされていることがわかる.

式 (2・140b)を用いて応力拡大係数を計算するために

Zl(%)= 

と笹くと，戸aで

6osin (π%/W) 
sin[(7r7W) (%~a)]s回以π/W)扇子亙)]

であるから

sin[長(%-a)]包長(%-a)

K 1 = ';21C lim ./;=a 向 sin(1C.t:/W) 
~-:"a • ---v'sin[(π/W) (%-a)Jsin[(πハV){.t:+a)J

_ Ji::"_ 町 sin(πa/W) --ん，. 1Ca 
一一…一一'曲目、1(π/W)羽 (:2:ra/W) -'''V..阻 "'W

(2・149)

=向GJf5I5a予 (2・150)

をうる.無限遠方で v方向の一様引張り応力向を受ける場合は，上の解に z方向の一様
圧縮応力場内=-0'0，0'，=1':.=0を重ね合わせればよい.したがって，K値は式 (2・1印〉

と閉じである.

き裂間隔 W に比べてき裂長さ 2aが小さいときは，式 (2・150)を 1Ca/Wで展開して

1=σ'0 ./mif 1+ ! (旦Y+......1 
'V ....L ... I 6 ¥ --W '/. J 

となる.特に，a/W→0とすれば，無限板の場合の

K I = 0'0 ./:ra 

をうる.

無限遠で一様な面内せん断応力 1'0・面外せん断応力 $0を受ける場合には，式.(2・148)，

(2・150)の σ。をそれぞれf'o. $0と置き換えればよい.特に，モードEの場合は

ZIII(%) = so sin (1C.:z:/W) ーヘ (2・151)
-v' sin I(π%/ W). -sin t (1Ca/ W) 

2・12 応力集中係数と応力肱大係散

@ 

@ 

@ 
'0 
@ 

U 

@ @ 

|. .~% ， . 

124-:J 
@ 0 @ @ 

図2・38面外せん断応力 '0を受け
る有限板中の中央き裂

110 

a 

@ 

10 
@ 

@ 

'0 

@ 

% 

@ 

図2・39面外せん断応力'0を
。受ける半無限体中の録
き裂

61 

ゐ =so.fitaJ号tan予 (2・152)'

である.この場合は，対称性から :&=k(lV/2)(k=O.土1，......)面に作用する応力成分

τ:7は零である.したがって，たとえば図2・38のように.幅Wの板が長さ 2aの中央き裂

をもっ場合， :&=土W/2面が自由表面である (τ::=0) という条件も応力関数 (2・151)で

満たされているt それゆえに.有限幅の物体中に中央き裂がある場合にも毛ードEの応力鉱

大係数は式 (2.・152)である.これと悶じ理由で， 国 2・ 39 に示すように半無限体 (:&~O)

中に長さ a:の縁き裂がある場合，毛ードEの応力拡大係数は式 (2・.11ω より

KIII=so ./石

である.、

2・12 応力集中係数と応カ拡大係数~I，叫紛

切欠きのように物体の形状が変化する個所では，平均的な応力値より大きな応力が生ず

る10-11) この場合に生ずる最大応力と適当な基準応力との比が応カ集中係数 (stresscon-

centration factor)である11・15).細長い切欠きの先端(切欠き底)の曲率半径pが零となっ

た極限がき裂に相当する.そして，このような切欠きの応力集中係数が先端の曲率半径ρを

用いて与えられていれば，これから応力拡大係散を求めることができる.これを楕円孔によ

る応力集中を例にとって調べてみよう.

【1) 楕円孔による応力集中18) 楕円孔を有する無限榎を考え.図2・40のように z

軸I 11'軸をとる.これが無限遺方でv軸方向の一様な引張り応力 σ。を受けているとする.
この場合楕円孔表面が自由表面であるという条件を，.:ry座標系で表すのは得策ではない.・い

を..:s::=:r+iy.と=c+句として z、と ζの変換関係
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張ロヲの
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碍・す
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E'・』団事

l

a
乞

l+
孔円

i
+
楕au a' 

骨
晶図 v図2・41楕円座標系

%=ccoshC 

を考えると，.x， y と~，マの変換関係

.x=c cosh ~ cos 7]， y=c sinh ~ sin η. 

をうる.これより

ぷ町 +42e=1，ポ7-dv

(2・153a) 

(2・153b)

(2・153c)

となるからe=一定の曲線は楕円で， η=一定の曲線は双曲線でありiいずれも(土c，のが
焦点であるφ(図2・41).式 (2・153b)によりe，ηで平面内の点を表すことができるが，

¥ このとき.(e.ゆを楕円座標 (ellipticcoordinates)という.楕円座標'(e，η)、を使うと，図

2・40の摘円孔表面は

c cosh eo=a， c sinh ~o=b 
から決まるむを用いて~=れと表される.さて

dz-Ai-az-JBZ+t主・..
dC dt; oe十苛f"-ar'~aë 
= dι ..!_ J.Ç_=.b.1乙=-i主乙+ßJL =~"i.(~乙+i~)
dC i oη i oη o7) . oη- • ¥ oη aヲノ

(2・154)

であるから

i乙=csinn C=J，}tIl 
dC 

(2・155)

とおくと
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(2・156)

;主ー+i ~1{ =Je'tIl.' 主ー+i }JL=iJeftll=Jef句切/1) . (2・157)"oe ' • oe -"..， • -aη o7) 

である.式 (2 ・ 157) は， η=一定の双曲線の接線方向の複葉ベクトル [tJ.x/a~+i(ôYlôe)] 

がz軸と角 αをなし.c=一定の楕円の接線方向の複素ベクトル [o.x/oη+i(oy/拘，)]と直
丙

H
u
n
-‘
ea
，

・
1

・

2・12 応力集中係数と応力肱大係散 63 

交していることを表す.したがって.図 2・42に示す楕円座標系での応力成分 σf.(1'1/・f'E曹

は，応力成分の変換則式 (2・10)で θ=α とおくことにより σ駒内.f'1I#'から求められる.

このことと式 (2・52a)を用いると

(1f+向 =(1z+σ，=2[ψ'(%)+，，'(%)]=4Re[ψ'(%)] 1 
0，ーσf+2it"f，=ella(σ，-oz+2it"z，)=2e'l<<(i，，"(%) +ψ"(%)] J 

(2・158)

をうる.

Inglisl1>は応力関数として

ψ(z)=ZT(-eEM+sinh C) (2・159)

予
仰)=ーギ[(cosh2 eo+l)C-士{んい)]

を与えた.上式はq{%(C)]=伊(C)，世[%(C)]=ψ(C)を与えているので，たとえば ψ'(%)ー
tp'(t;)dC/d%=tp'(t;)/c sinh C である.これに留意して式 (2 ・ 158)~ (2・159)より応力成分

を求めると，境界条件

国2・42 楕円座標系での応力成分 国 2・43・情円孔先端の曲率半径 p

無限遠方e→∞で
楕円~L表面 e=らで

σz=t'ZI'=O，σ'，=σ。
σf=t"'，=O 

が満たされていることを確かめることができる・その際には無限遣での条件を，式(2・156) J 
(2・158)により

(1f+向 =σ。， (1，-(1f+2it"f，=(1oeutIl=σ。eU， (e→∞) 

と表しておくのがよい.特に楕円孔表面 e=eloでの 6曹は

(的.f.=ooe1fo[込13之江二.2-1] (2・160)

。で与えられ，長軸端守=仏πで最大値

…一(1+2:) 1 (2・161a) 

をとる.長軸端Aでの曲率中心をC，曲率半径をPとし， A点にごく近い楕円上の点 A'を
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とれば，弧。は中心C，半径ρの円弧とみなせる.図 2・43より A'点の :.c，Y座標は

a-pAfJ(1/2)A8， pA8であり，これを :.c1/al+yl/b==1に代入して

2・13 き裂進展によるzネルギの解放 65 

【例題 2・6】 図2・44(a)に示す虫曲線切欠きをもっ無限阪の一様引強りでは，最小断面での平均

応力(1"に対する応力集中係教が

ρ-41=/Z -a・ b ぜ7
をうる.したがって応力集中係数αは

α=年些=1+2与=1+2).!!. • (2・161b) σo u y p 、

で与えられる.特に， a/b→∞すなわち p-t-Oはむ=0にあたり，楕円が長さ 2c=2aのき

(2・162)
f里!L_____2(blρ+l)..{b万F
づケー (b/p+l)t踊 '_l-:;bj~+JliIP (2・16-1)

で与えられる蜘.これを利用Lて，図 2・44(b)に示す1対の半無限き裂が一様引張りを受ける場合の
K.を求めよ.

〔解〕 式 (2・回3)により

2(b/ρ+1) .fbip _ "_ _ ，-r blρIτ  
K.ー吹きイ昂 (b/，ρ+1)回吋両+./6厄=同σ'"Jrrb初おら奇=おaJf(2・165)
である.裂となり a→∞となる.

(2) 応力集中係数と応カ拡大係数 上に述べたように図2・40で ρ→0とすると，モ

( ード Iの変形を受ける長さ 2aのき裂の場合となる このときの応力拡大係数 K.=uo./;;

は応力集中係数 (2・161b)から

K1=虻をJ五五σoaJ=同[をJ;pUmazJ 

2・13 き裂進展によるエネルギの解放即叩ω

KE=h[をJr.PUmaxJ 
KD=1民[J石r山]

Ka=虻何s~J

からK値を求めることができる.

(2・163)

き裂先端近傍の応力場(変位場)が応力拡大係数Kによって指定されるので，を裂の進展

がK値に支配されると考えるのは自然である.そして実際この考えは，き裂進展のエネルギ

的(熱力学的)考察により裏づけられる.そこで，ここではまずき裂進展に役立つエネルギ

がどのようなものであるかを説明し， .ついでこのエネルギを応力拡大係数を用いて表すこと

にする.

(1) エネルギ解放率 図2・45のようなき裂をもっ物体を考える.下端に徐々に荷重

.を加える場合.線形弾性体では荷量Pと荷量作用点、の利重方向変位uの聞に比例関係

P=k(A)u ・ (2・166)

が成り立つき裂面積 Aが大きいほど物体は伸びやすいから，物体のばねこFわきにあたる

k(A)はAの減少関数で dk(A)/dAく0である.たとえば，き裂面積 A，'A+AA(AA>O) 

に対する荷重p-変位u直線は図2・46のようになる. 荷重作用点がuだけ変位した状態に

の極限で求めることができる.楕円孔に限らず先端の曲率半径 p→0の極限がき裂にあたる

ような切火きでは.pが十分小さく同じ値で対応するき裂先端のK値も同じであれば.切失

き先端近傍の応力場は近住柏旬に同じとなる.したがって.楕円孔の場合に示された上の関係

は，先端の曲線半径 p→0がき裂にあたるような切欠きに対して一般に成り立つ.毛ード

'n， mの場合も同様であり，応力集中係数αが先端の曲率半径ρで表されていれば，これを
用いて

:c ' s 

同

t? 

《
--EE-
---a 

g
a
T
 

且・a
・

且
.

.

.

 

P 
P+..:1P 

， ， J↓4 
(b) 対の半額隈き製

図2・<<一様引張り応力を受ける切欠き

‘ . 

p 

図 2・45 面積Aのき裂をもっ物体
法位

図2・46 荷量と変位の関係
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なるまでに物体は

w=  J: P(u')du' = J: k(A)u'du' =が(A)u' (2・m
の仕事をされている.蝉性体では，この仕事は物体中にひずみエネルギ (strainenergy)と

して貯えられる.したがって，物体のひずみエネルギ詮Uとすると

U=U(u，A)ztMANS (2・168)

であり，図2・46の三角形BOCの面積(以後面積BOCと書く)にあたる.上式よりau/au
=k(A)uであり，静的な平衡状態では荷重Pが

P=1.U(u.A) 
au 

で与えられることになる.

(2・169)

さて，はじめに物体は荷重Pのもとで静的平衡状態にあるとする.したがって，荷量点の

変位は uである.この状態のもとで，き裂面積が AA増加して物体が別の静的平衡状態に

移り，変位，荷重がそれぞれ Au，.APだけ変化したとする. これは物体の状態が図 2・46

のB点から.き裂面積 A+AAに対応する直線上のD点に移ることにあたる.そうすると

P+AP=k(A+AA) (u+Au) 

の関係が成り立つから

dk(A). 
AP=一一~flAA+k(A)Au
dA 

である.き裂面積が AA増加した状態では，上の関係を満たす荷量と変位の変化 Au，AP 

が生じているわけである. このような Au，ilPの組は無数にあるけれども，.実際に生ずる

ilu， ilPは物体に探せられている境界条件によ.って1組に定まる.たとえば，はじめの平衡

状態(荷量p，変位u)において荷重点が変位しないように拘束された場合には ilu=Oで

あり，図 2・46で B点から D'点へ移ることになる.また，荷重点が変位しても荷重は一

定に保たれるという場合には AP=Oであり，図 2・46で B点から D"点へ移ることにな

る.一般的な境界条件では，

ilP=k*ilu'、一 了(2・170)

であり，図 2・46.のBD.の傾きが F となる.が=0が荷量一定 (ilP=O)の場合であり，

k$.~∞が変位一定 (ilu三Ò) の場合である.との k* は荷量がどのような性格!のものである

かによってきまるたとえばト‘物体の下端にばねを取り付け，ばねの他端に荷重Pを加えた

のち，この端点を固定したとする、ーこの状態では，物体は荷重Pを受けその下端がuだけ変

位している.取り付けたばねのばねこわさをhとするとI ilP=-kouとなるから k*=-k"

である.

き裂面積が ilA増加したととによるひずみ=ネルギの変化を AUとすると

2・13 き裂進展によるzネルギの解放

ilU=U(u+Atl， A+ilA)ーU(u，A) 1 

:=:1.U(u.ALilu+1U(u，ALilA l au --. aA -_. 1 

8U(u.A) A A I =P(叫 A)Au+ vv ~"1.n.J ilA I aA -_. J 

67 

(2・171)

である.上式の右辺第2項は，変位一定の境界条件のもとで， き裂がilA進展した場合のひ

ずみエネルギの変化 [AU1，..則"である.式 (2・16めを用い dk(A)/dA<Oに注意する

と

[ilU]u.ccnm = 1u(叫A)dA=i44iuMAくo(ilA>O) 、 i-首、aA -.- 2 dA ----....- ，---.，..--， I JJ 

である.また，右辺の第1項は，き裂が ilA進展する聞に荷重がなした仕事 ilWである.

したがって，式 (2・171)は

である.

AU=AW+[ilU]u..cODI¥ 

( [.~~.・msz=W(μ)μ<0ωA>O) ) aA 

AW=P(ft， A)ilrl=PAu 

(2・172)

これを図2・46で考えてみよう.まず，変位一定の条件の場合 U(u.A)=面積 BOC，U 

(u，A+AA)=面積 D'OCであるから

AU=[AU1，.c伺，，=面積 D'OC-面積 BOC=一面積 BOD'<O

となりひずみエネルギは減少する.また AW=Oであるから式(2・172)が成り立っている.

次に，荷重一定の条件の場合， U(rt， A)=面積 BOC，U(u+ Au， A + .4A) =面積 D"OE"

であるから

AU=[AU]p・棚1¥=面積 D"OE"-面積 BOC=面積 D'CE"D"一面積 BOD'

=面積 BCE"D"一面積 BOD"=面積 BOD"

となる ル0 で面積BOD"~面積 BOD'=-[il凡…に注意すれば 》
AU=[AU]p・conl，=-[AU1，・C・B・，>0

となり，ひずみエネルギはー[AU]UD句"だけ増加する.AW=PAu=面積 BCE"D"=2x

面積BOD"包ー2[ilU]u..cona，であるから式 (2・172)は成り立っている.

最後に，一般に式 (2・170)の場合には， U{u，A)=面積BOC，U{u+ilu， A+ilA) =面

積DOEから

ilU=面積DOE-面積BOC=面積DD'CEー面積BOD'

となるが，面積 BOD'=ー[ilU1，D:onふ面積 DD'CE包面積 BCED~Pilu=:=ilW であるか
ら，やはり式 (2・172)が成り立っているこの場合 Aq.の正負はがの値による.

き裂が ilA進展することによってひずみエネルギは AU変化し， 荷重は .4W の仕事を
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する.すなわち，物体に ..dW のエネルギが与えられる一方，物体内部にひずみ忌ネルギと

して貯えられている分が ..dU変化する. したがって，動体に与えられるが，物候内のひず

み場に貯えられることのないエネja;-ギ，いいかえれば，荷霊と物体内のひずみ揚が解放する

2・13 き裂進展によるエネルギの解放
¥ 

69 

g=-~U(u， AL=-lU(u，'A) 
dA 8A (2・178)

..dS8 =.4 W -JJU = -[..dU]UaCOIII'>O (2・173)

である・ 0は単位面積当たりのエネルギという次元をもっ量で， SI単位系では CMN/m)の

単位で表される.

式 (2・168);(2・178)より

-g=-LL金値u.'--dk(A)!d.AP=2iiJTL〕
し 2-dA " -，: ・2k(A)1 ~ --2-dA¥ k(Aアノ

である.したが」って，コンブライアンス (comp1iance)

え(A)=zdg(同 (A)め

エネルギ d唱は

である.このエネルギは.面積 JJAの新しい面をつくるのに使われることができる.式(2・

173)より，き裂面積の微小な増加 ..dAに対する解放エネルギ..dS8は，き裂進展のはじめの

状態(p， tl， A)のみによって決まり，境界条件にはよらないことがわかるこれの値は境界

条件によらず-[..dUJu・e。耐と等しいのである.とくに，変位一定の境界条件の場合には，

を7ひずみエネルギの減小量一JJU= -[4l1Ju.cOII"がそのまま解放エネルギ d思にあたる.し
かし，一般の境界条件の場合には，実際に生ずるひずみエネルギの変化 4Uは[4UJu..闘"

と異なるので，J唱はひずみエネルギが解放されたものではない.外力 Pがポテンシャルを

もっ場合を考えよう.これは，荷重 PがポテYシャル U守=U*(u.)から

日 (u)=-4込 (2・174)

で与えられる場合であり，式 (2・110)の貯は k*=一♂U事(u)/du'で与えられる・この

場合，荷重と物体をあわせた系の力学的エネルギ

を用いて，

ÌJ~ pl坐i&
lf 2 dA (2・179)

d沼=-JJU (2・176)

からgを計算することもできる・

(2) エネルギ解放寧と応力拡大係数 上で説明したように.き裂が徴小面積AA進展

するのに役立つ解放エネルギg..dAは，変位拘束という境界条件のもとでき裂が進展した場
合のひずみヰネルギの解放分ー[4UJu.曲目事と同じ値をとる. このひずみエネルギの変化

は，次のようにしてき裂先端近傍の応力場，変位掛から計算される.いま，面積Aのき裂が

毛ード Iの変形を受け，物体の境界の変位が拘束されているとする.図2・47のように:r，

v軸をとると，き裂先端近傍の 11=0面上に作用している応力成分内は式(2・134)により
_ K1(A) 
仰〉一勺捻 ~. (2・180)

である.そこで• y=O面に:r=0から :r=Aaまで切れ目を入れても[この切れ目の上面に

単位面積当たり

p(:r) =一山)=ーム袋一 (2・m
司12rr:r;'

の分布外力を作用させ.下面に単位面積あたり -p(坊の分布外力を作用させておけば，変

U=U(u， A) =U(u.， A) +U事(u) (2・175)

を系のポテンシャJL-エネルギ (potentialenergy)といい，平衡状態では，式 (2・169)，

(2・174)より 8U(u，A)/8u=0である.この時には

dw-dU=Fdu-dUz--d立Ed--dU=-d(U+U勺=-4U
du. 

であるから

乏
となる.すなわち，き裂面積が 4A増加すると系のポテγシャルエネルギは減少し，その

減少量-:4U(>O)が解放エネルギにあたる・ーもちろん，との値は変位一定という境界条件

のもrとでき裂が進展する場合のひずみzネルギの減少量 -[..dU]伊 ωIlU と等しい.

き裂面が単位面積増加する際に解放されるエネルギは

g g 

m
一μ
m
M
 

E
a
d
 --
nug 

(2・177)
; 2u，12u， 

であり，これをエネルギ解放率.15，16)(energy release rate) という.，';A砲の性格からわかる

ように，gもき裂が進展しはじめる状態のみによって決まり境界条件にはよらない.ポテγ

シキ Jレエネルギ U(u， A) あるいはひずみ~ネルギ U(u， A) を用いると:式・ 0 ・ 173) ， (2・

17めにより

$' Z 

守ぺ.
"・ ε
可" . 

『. . 
~ 

;1: 図 2~. ，4'1，.宮製先端を原点とする座標系.
-、

国 2 ・.~ き裂の制う進展，
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形状態は変わらず，したがってひずみエネルギは変化しないことになる.ただし，切れ目

を入れて新しい面を作ったので，表面=ネルギはその分だけ増加している.，この分布外力

ρ(.:z:)， -p(.:z:)の大きさを徐々に減らして零にすると， ちょうど最初のき裂が長さ ，4a(面

積 .dA)進展した状態となる. この聞の上下面の g方向変位を u，(.:z:)， • -U.，(.:z:)とする.

図 2・48に示すようにこれらは，4aだけ進展したき裂面上の先端から .da-z離れた位置

でのν方向変位に等しい.44だけ進展したき裂の応力拡大係数を'K.(A+4A)とすると，
この変位は式 (2・135)により

U.，(z) =安!.K.(A+4A)J手喝lωJ宅子
で与えられる.分布外力 p(.:z:).-p(.:z:)を徐々に零とすることにより， き裂が 44だけ進

展した状態が得られるので，この際にこれら分布外力のなした仕事が，ひずみヰネルギの変

化 .dUに等じい(物体の境界では変位が拘束されており外力は仕事をしない).き裂上面の

分布外力 p(z)を零まで減少させるには，たとえば分布外力をむーの(z) と恥七αを

0から 1まで変化させればよい. αがOから 1まで変化するEつれて U方向変位はOから

均(.:z:)まで変化する.線形弾性体であるから.この g方向変位は分布外力の減小量 'ap(z)
に比例し，au.，(z)と表すことができる.したがって，き裂上面th;部分に作用する分布外日

力が p(z)dzから Od.:z:となる聞になす仕事は

白吋J:.向へ4“z
=一(仕.:+1υ)K.バ(A)戸1 1114-Z，l帽

8nG γ一三一一
で負である.これを z=Oから z=114まで積分し，き裂下面についても同様に考えること

により結局

{叶I)K.(A)._ f4G J亙三d~=- .: 7....:1 [.dV-JU叩，，=-~πG j，J a s--1FKIω)144 

をうる. -[4UJU.CODUが解放エネルギ g.dAであるから
_，c+l 

gーすす~K.I

" (2・182)

(2・183)

となる.モードn，mの旦ネルギ解放率も問機にして計算することができ，一般には

qァ浩子!竺切っ?会Kml :. '"一 _-ゴ~，-三 (2 • 184) 

となる.このようにエネルギ解放率と応力鉱大係数とは簡単な関係で結ぼれているので，き

裂進展のエネルギ的考察に基礎をおく破寝力学でK値が有用になるのである.

【倒題 2・η 図2・49は，半無限き裂をもっ長い帯揮を示す.上下面 y=:f:bはg方向の一様変位

向=:f:voを受けだ後 g方向の変位を拘束されている.ただし.これらの面上で'.:z:方向の変位は拘束さ

.• -g明
日
時
泊
a
R
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. 、，

1'，=170. t'.r.r= 0 

二三:;仁三-
ーーー___t.__

u，=-lIa・宮町=0

国2・50 周期半無限き裂群をもっ

痕の引彊り

図2・49

れMてお防らずわrら匂~.V=符F戸同=0 と枕な
【解Jz→ー∞では応力ひずみはすべて零であり，:t:→闘では g方向の一様な単馳応力が生じている
から、

'11=子.sz=-T'，. ø，， =Es，=E~会

である.との場合には，き裂が 4o進展すると応力場も 4o平行啓動する.したがうて s→ー∞の無応

力餌蟻が長さ 4oだけ唱し.z-∞の一様応力領戚が長さ 4oだけ減るこれからき裂進展によりひず

みエネルギは国 2・49の斜録部分に貯えられている分だけ減少することになる.この部分は o，4oの荷

量を受け 2vo 変位しているからひずみエネルギ (1/2)ø.442町=E(町~/b)4ø をもっている.したが。て

-JU=EヰJlo
となり，これが g.Joに等しい.式 0・24)，(2・弱i).(2・183)を用いると

何千品=弁 ¥ …}  
である.この例題は，図2・切に示すような平行な半無限き裂酵をもっ仮の引張りの場合却にあたる.

2・14J 積分"・m

き裂進展の駒吋岬問。札き裂先端近傍の応力場を定めるK債で表すことが t主
できた.ことでは.gをき裂先端から腫れた所における応力場，変位場を用いて表すことを
考える.これまで取り扱ウてきた2次元的な場合に対しては.これはき裂先端を囲む任意の

閉曲線に沿う線積分で与えられる.積分経路によらない値を与えるとの線積分はJ積分と呼

ばれる.

図2，.，f?1、のように面積 Aのき裂をもっ物体が外カのもとで静的平衡に主主るとし，変位を

U~t 均応力を σ::r， 11，. 't::r，とする.、変位 αが指定されている境界部分を C"'表面外力 Q
が指定されている境界部分を CII とし，の境界の外向き法線ベクトルを nとすると
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C"上で

Co 上で

uz=az. u，，=a，、
aznz+t"r，n，，=Qz } 
T"znr+σ"n，，=Q， I 

Q であり

(2・186) ~W'=L (σz~Sz+σ，~S，+2Tz，， ~rz，，)dS ， '(2・188b)
IS' 

となる.平面応力の場合の応力ーひずみ関係 (2・31b)"を用いると披積分関数は

a~~6z+σ，，~6，+2T:r，~r:r， =2G(6:rA&:r +6，~6，+ 2r:r，L1r :r，，)・

+笹ヤ(6:r+6，，)辺(8九)

であり，内部では応力のつり合い式

aa:r I at"閥、
一一+ニ且.+F:r=O 1 a:c . ay . -... - I 

ih"s: I aa" I '" _^  I 」三+~ap +F，，=O J a:c . ay . -11 ，-， 
(2・187)

=L1{G[山内2r:r，，'作，斗宮斗+昔τ刊〈らa匂:+州e匂ωgρ)

={告すωz+σ向 +2九f白zω] ，'" J (ω2.四
{ 

国2・51 き裂先端を含まない領践
が満たされている.いま.この状態でき裂が徴小面積

AA 進展して物体が新しい平衡状態に移ったとし，これによる変位の変化を ~U:r. ~u， とす

る.以後物体の単位厚き当たりの仕事，エネルギを考えることにして JA=1xAaとする.

このとき，き裂先端を含まない任意の領域 S'になされた仕事 AW'は

dW'=jeep-duds+jLF宣T(吋'(").u

である.ここで Co'， rは領域 S'の境界の内で Coに含まれる部分，物体内部にある部分
であり.T(II)は r上に作用する応力ベクトルである.また厚さ1の物体を考えればよいか
ら dsは線要素， dSは面要素である.式 (2・3b).(2・186)を用いれば

L1W'=J白'+r[(ω :r+叩冒)L1uz+ (t"，:rns+内町)ωゐ
+Jρ:rAu:r+凡Au，，)d，ヂ:

=t，恥AU:r+t"，zAu~)込+(t":r，L1u汁仇)仰s
+Is，(九Auz+凡L1u，，)必

となる.

t、
Uo=÷(白山内+2ザ柑)=C?[山内2r山法τ(6:+6，，)IJ 

" (2・191)

は，ひずみエネルギ密度。(strain.energy. den，sity) で，もひずみ ~:r， 6" T$'を受けている単

位体積に貯え眠れているエネルギである・平面ひずみの場合に.'1..上式の ν，~，JJ/(た~) (式

(2・33))で書き換えればよい1物体全体手のひずみ=全ルヂ仏領域S1Cひずみ干ネル
ギ U'は

u=IsωS. U' = Is， UodS 
ー.， -、.ー

(2・192)

ι 

である.ここで C'は領減 S'の全境界であるL上式に Gaussの定理を用いると

r r a ，._ ~ I ~ '- I a， ~ I ~ ，-1 
AW' = 1_，1 '!l~ (azAu:r+t"，z.du，) +一一(t"zrAus+σ'，A均)IdS Js'L a:c ':干:rI "，Z-""， T ay ¥'zr"NS， 01'''"11' J 

+Jρ'r4叶F冒~Au"刈Au拘ωu均ωvρ以)d

= t，[(ドaσ ト )L1u:r+(生内)ト，US +~~+Fs: lL1u..+ 巴 +~a! +凡).4u"s'L¥ a:c T'ay  I .I.'S j......:r. ¥ a_;-' ay ，.1..'71 J 

a.4u.. I I aAu" I aA"一、月du..l
+h1f+叫若!+万三)+σ，ずJdS

となるが，式 (2・187)によって

.4W'= r Jσld笠L+a坐笠宮+Tzv(坐些+a~us Ylcis Js'L vZ----a% '"'' ay I 'Z"¥ a:x; ・ ---a.y-J1ω 
をうる.ひずみの変化量を Ab，L1a"， L1r:r， とすると，

4k=dez，ゆ=A811. a1Urt + a1u:r =2Ar.." σzσy  --". a:c' ay --， ~1I 

である.式 (2・18Sb)，(2 ・ 191)~' (2・192)を用いると

AW'-:4U'=0 

となり，き裂先端を含まない任意の領減 gではき裂の進展による解放平ネルギは零であ

る.

体積方Fが作用せず.物体表面に作用する外力 QがポテYシャルカである場合には，外

力のポテγシャルzネルギ U事は

ea 

J
U
 

、、，，
Ju
 

，a
 

Q
 
・
F

・-EE
J

，，I
、、e
 
c
 

r
-
-
J
 

一一
伊

であり.，系金体のポテγシャルエネルギ Uは

u=U+ U*= Is UodS-Jco(r Q・ぬ片 (2・193)

(2・188a) 
である.そしてき裂面積が'.4A増加したことによる解放エネルギは式 (2・17めにより

g~A、=一 Alt，=-Is A(!，o~d~十 tøQ.Auds (2.，194? 

(2・189)
である"い.ま図 2・52のように進展するき製先端を含む曲線 Fをとり.これが囲む領域を

So. .物体の残りの領域を S'とする・.領域 S'は，物体の境界 c=c"+C，， とき裂両面と曲
s -a置



74 2寧線形磁漉力学の理蹟

線 Fで固まれており，き裂先端を含まない.したがって，き裂の徴小進展 .dAに対しては

-.dU'=.dW'-.dU' 

=icy-duゐ+JrTCω-duds-L，duds=o

(2・195)" 
が成り立つ.これを式 (2・194)に用いると

gル -du=-jJAdS+irT-Ms

(2・196)

.一ー
_ TA. 

11 .'， ~'./す受'|!13一一 一
O 

、一SoJ 
e 仁、 I--
r 

土"
図 2・飽 き裂先端を囲む積分経路

となる.，ただし，Tは境界F上で領域、80側広作用する応力ベクトルであり，rの領域 8'
に対する外向き法線ベクトルを nとしているので T=TC-n)=-Tω である.曲線r_.はき

裂先端を含む任意の曲線でよいから， 上式右辺の積分は積分経路 Fによらず同じ値 g.dA
をとる. また， き裂面上では T=Oであり，rのき裂面上の始点を結んでこれを閉曲線と
してよく，rに沿う積分をfrで表している・
き裂先端近傍の応力場，変位場。土き裂の徴小進展 Aaの前後で同じぜ志本、じたが予て，

き裂進展前の先端近傍(為的
4

・のひずみzネルギ密度，変位を Uo(%，71)， U(Z， 71)とすれ

ば，き裂進展後これらは 'Uo{:.e-.da，71)， u(z';_4a， 71)となり

.dUo=Uo(z-ila， 71)ーU仇 71)=ーauj;Jl..da
_ au(~. ω 4a .du=u(z-.d，らy)-u(z，71)=-""':..!o 

である.rをき裂先端にきわめて近〈とれば，上の関係を式 (2・196)位用い右ことができ
r a打、 f 、。 au ι ‘ I 

g=ls.3fdS-fpT・a;ds (2・191a) 

をうる.r 上で。 ~n.ds=dy' であるから.Gauss，の定理により l

tぷ frUo{-n.)ds= f，. LdS= + _Uo{-n.)ds= + _Uody 

.となり，式 (2・197)は

g=£(uodu-T-jf付
と書ける.この右辺の積分

(2・191b)

J =J，.( Uody-T・長ds)
. .. ' 

"{2・m
をJ積分 (J・integra 1) 34)とよぷ.上で説明したようにJ積分は，積分経路rがき裂先端を
含むものであればrによらない.すなわちi 経路ビ独立な積分 (p~出品dép~d~~t integr~I) 
である.''tた，これはき裂進展によるエネルギ解放率 gに等しいよ ζれらの性質により適

"-
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当なrを選んでJ積分を計算することにより，エネイレギ解放率 gを求めることができ
る.

面外の変位成分 u.{z，y)=w{z， 71)が存在する場合にも式 (2・197)，(2・198)は同じ

形で，ただ u=(u.， u.， u.)と1...;Tを

む=ー(位向+τ'.，
n，)，九=ー{t'，.n.+ O'，n，) ， れ=ー(t'6ZnZ+崎町)

(2・199)

とすればよ，，~~式 (2 ・ 199) を用い.r に沿って -n.ds=dy，
• 
-n，ds=-uに注意すれ

ば式 (2・198)を成分を使って

f lr Tr {_  aus . _ au"， _ au~ ¥1 J-fptub-eZ3f十T却す+t'S6h )Jdll 

+[t'zキ +σv努+t'，.養一Jd:X:} (2・200)

と表すことができる.

線形郵性体を考えて得られたJ積分のこれらの性質は一般にひずみエネルギ関数が存在す

る弾性体に対して成り立つ.またrで固まれる領域:'80内で非郵性変形が生じていても.郵
性変形のみが生じている領域内で積分経路rを変えることにすれば.J積分の値は変化し
ない.

【例題2・8]困 2・53に示すように， ，半無限き裂をも勺長い帯置が，側面 y=土bに取り付けられた
剛体によって g方向の引張りを受けている.y=土b面は変位 "...=0，".=土町を受けた後，変位を拘
束されている.平面応力としてsネルギ解放串 g，応力拡大係数K.を求めよ拘.
【解】 因2・53の ABCDEFを積分路rにとって J積分を求める...BC，DE上では ay=O，au. 
/az=ou./ay=Oである.AB，EFは無限遣方にと。てあり.応力成分はすべて零でUO=Oである.CD 
J:では dz=Oでやはり無限遣方であるから， ....=0で g方向には一様なひずみ ..=volbが生じてい
る.したがヲて，式 (2・31b)より応力は

む国各号， 0'.=笹;--r
のみであり，ひずみzネルギ密度は式 (2・191)により

除去σ'，.，=lG_" (今r
となる.以上を式 (2・200)に用いると

J=j:udpjfbτ会(子yay

=会手=合千

をうる.したが勺て

-である.

←里町，2 v__ Evo g=守ーですよをー，K.= 1-νZ b'  --a 4(1-u2)b 

図2・63半無限き裂をもっ帯仮
{変位拘束〉

(2・201)

4予

)'， 
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2・15 破壊の条件式tD.SS)

ある負荷を受けて静的平衡状態にある系で， き裂が単位面積進展したとする・と gなるエ

ネルギが解放される.エネルギ的に考えると，き裂が進展するためには，このzネルギ解放

率 gが単位面積のき裂面をつくるのに必要な仕事量 gc以上となることが必要である. し

たがって，き裂が進展するかどうかの判定規準として

~~ ~・ 202)

を考えることができる凶.ω.き裂進展に対する抵抗にあたる gcがき裂長さによらず一定と

して， K.=向.fic五の場合を考えてみる.式 (2・183)より

。=..!.土.l.K，1=主土，1)rca(]o. 8G .I.~.. -8G 
である.図 2・54はgとaの直線関係を示したもので

負荷応力が大きいほと官:線のこう配は大きくなる.図の

A点が負荷応力向のもとで条件式 (2・202)を満たす

き裂長さ(限界き裂長さ)を与える・負荷応力向では，

aくaoのき裂は進展しえず， a>aoのき裂が進展する.

.そして a>aoでは進展してき裂長きが増加するほどg-
gcは増加し， その結果ますますき裂長さは増加する.

したがって.物体中に長さ泊。の初期き裂があるとする

(2・203)

g 

gc 

。--，- 41 oo CI 

園 2~M 限界き裂長さと限界応力

と.負荷応力が限界応力(10に遣してき裂の進展がはじまると，以後き裂は急速に成長し続

け物体が磁壊することになる.この場合には.き裂進展の条件 (2・202)式がすなわち醸寝

の条件であり，磁壊応力 (11は

σ，，=j 8C? n 
J - 'v (K+l)πaoνe 

で与えられる.このようなエネルギ的な破壊の条件は，最初Gri伍也31)によって提案された

もので，その後の破壊力学の基盤となっている15.11) これについては次章で詳しく説明する.

0とK.との対応から条件 (2・202)は

K.>K1c
目

(2・204)
と表すこともできる.K値でき裂先端近傍の応力場の指定ができるのであるから，式， (2-・

204)の形の破壊条件式はそれ自身合理的なものと考えるとともできる.物体が完全に蝉性

的である場合には，。と Kとが対応?づけられる‘ので(ーエネルギの考えに基づく条件式 (2・

202)もき裂先端近傍の応力場の特性に基づく条件式 ω・204) も同等となる. これは次節
2・16でふれるき裂先端の小規模降伏の場企にも成り立つ. これらの場合には.線形蝉性蹟

2・16 き裂先端の小規模昨伏 p 77 

に基づいて得られるσまたは Kで破壊条件を与える方法が有効であり，この立場で破壊現
象を取り扱うのが線形磁壊力学官ある・コ破壊が生ずる g，;Kの限界値 gt:.Kcは破犠靭性
(fracture toughness)と呼ばれる・またエネルギ解肱率gはき裂進展カ，15.18)，， (cra~k. ex~en ‘ 

sion . force).ともいわれる.

き裂の成長とともに単位面積のき裂函を作るに必要な仕事Rが変化する場合には.'き裂の

安定成長宅成長の停止も可能となる・このRをき製造 R.9 

展抵抗 (crack，extention resistance)といい，き裂成

長にともなうRの変化を褒す曲線を句R 曲線というS九

州.とく.に.R=gcが図42754の場合にあたってい

る.ち=とえばt R，曲線が図 2・55の場合には.'長さ

2aoの初期き裂は負荷応力の増加とともに成長するが，

図のB点までは

g-R=O. 云(g-R)くo ~・ 205a) 

であり.負荷の増加を止めればき裂も成長しないという安定成長の領域である. B点 (g直

線との接点)では

♂ 
g-R弓0・玄(~-~3~0. . dat (g-R)>O _. (2・205b)

であり，以後負荷を一定としても図2・54の場合と同様に

g-R>O (2・205c) 
となり，不安定成長が生じて破壊にいたる.

2・16 き裂先端の小規模降伏".'1.19)

これまでは，物体の応力ーひずみ関係としてHooke

の法則を用いてきた.しかし，この関係はひずみが

小さい場合に成り立つもので，き裂先端近傍のよう

に大きなひずみが生ずる領域では，材料は一般に降

伏し，塑性変形が生じている.き裂先端の塑性域が

き裂長さに比べて小さい場合を小規模降伏 (5ma))

scale yielding)といい，この場合にはき裂先端の塑

性変形を特徴づける基本的な量が，弾性き裂に対了す

るK値と密接な関係をもっと予想される.とのこと

を.き裂先端の盟佳域の Dugdaleモデル仰に基づ

t t↑tI t . t t 

， ~↓↓~ " 
図 2・弱 Dugdale毛デル

z 
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いて考えてお<. 

;との号デルではき裂をもっ板が遠方で一様引張を受ける場合を考える:';~図 2.-56 のように

盟性域がき裂延長線上を進展するとし，盟佳成での引張応力が一定値(降伏応力)"q，.であ
るとする. とれは，平面応力の場合にあてはまると考えられる. き裂長さを 2a，、先端の塑

性域長さを c-a=d"とする・と z軸上ではマ

Izlくaで内=仏句=0 '. <K lz":"':al 孟d， で(1，，=(1~.， • f'..::::;O・，、 一 '(2々 b6)
である‘塑性域の厚きを零としているので，式 (2 ・ 206) 院長~";2c・ τのき裂の先鵡付近

Iz-alくd，の上下面に v方向の一様分布力-(1，.， ' '(1，;が作用じているという条件と同じ
である.ただじ，式 (2・206)では z=土cで(1，=σ'，.'であるから，長さ2cのき裂先端で

は無限遣での引張hによって生ずる応力の特異性が，き裂両面に作用する分布力によって生

ずる特異性によって打ち消されているという条件が追加されなければならないじじたがラ

て，応力場は図 2・57(a)， (b)に示すように

ノIt Iに

t t t' t ~ ， 
ob 

9 

2 ・

(a)一様引強り応力を受ける場合 (b)寿曹fz薪ZEZ布
日図 2・57; ，'， 

(a) 無限遣で一様引張り応力向を受ける長さ2cのき裂

(b) Iz-al<d，で上下面に一様分布カ-(1，.，仰を受ける長さ 2cのき裂

の応力場の重ね合わせで与えられ (a)，(b)の応力鉱大係数 K1(G)，K Jω は

KJω+KJCb)=O (2・207)

を満たしている.式 (2 ・ 136) ょ~' KIω=(10";~ であり.式 (2 ・ 144) で

とおけば

Iz-alく，d，でp=ーσ，.， Izl<aでρ=0

KJ(，'T> =一法j::内s存EE除去にti，.. ，存王子々ふ
一考r:(存子J寄)必=ー2内dw(?)
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である.したがって，式 0・207)は

KIω+ K I (b) =(10 l"ie -2σ~'4.1 A..cos-'I ~ ~O 1 
wπ(;  ~ ， (2・208)

手=∞s(号)-， -， J 

となる.これは，き裂長さ2d，引張りの負荷応力向が与えられた場合の塑性成長さ d，=
c-aを定める関係である.また. (a)の応力関数ZIω(.z)は式 (2".96)であり.(b)の

応力関数 ZI(T)(.z)は式 (2・144) の pを上と同様において求めることができる. ZI(G) 

(.z)， Z 1 (T)(.z)を用いて式 (2・72)より，z=aでのき裂上下面の相対変位。=2u，(a)を
平面応力に対して求めると

δ= 8(1，.旦log(~ )= 8~~a 1081 sec(!ム，YI (2・209)
¥ a J 7CE --g  L ---， 2 (1，.ノ」

となる41>.このSをき裂先端の関口変位あるいは簡単にき裂関口変位 (crackopening dis-

placement : COD)と昭ぷ.， 

特に，負荷応力向が降伏応力に比べて小さいといb場合内/の.<:1'が小規模降伏にあた
り，式"，.(2・'208)，(2・20めは

ラート手(ft)=+・・・・・・ (2・210a)

----~_::=琴平ぽr+…・・ ω11  a) 

と近似できる.第1式を塑性域長さ d，=c-aで表せば

J心1じ.t~)コL d;伝F戸一吾吾手-aベ!匂aベ(号)ド2~」+十←い.“……一..…..
である.d，' d;ゐ'は.一様負荷応力向を受ける長さ 2勾aの疎性き裂の K値，g {J直と降伏応

力(1，.で表すことができる.K1 =向~ g=KJ'/Eであるから

d=五L=L ~・ 211b) 
t必sσ，.σ，.

d，戸=等ヰ←-_竺弘旦 (臼2.210ω0 
8伽飢内印F""sr; 否丙r

である.このように，小規模降伏の場合には，き裂先端における基本的な変形量 CODoと

塑性域長さ d，が郵性き裂の K，gと対応づけられる. したがって，磁犠の条件としてし
ばしば用いられる COD規単 o=Ocはこの場合には K=Kc.g=gcと同じである.

‘・‘ 、
. 可ト

[2 、~1] T図2・却の注うに半無限き裂の上下面に対称な集中カムーPが作用している.式 (2・141)

ヲ

} 
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[2・5】一対の半無限き裂が遺方で国 2・61に示す引張荷量 Pを受けている.式 (2・148)， (2. 
1印}を罰闘して応力開設，応力拡大係散を求めよ.

ロ・句一対の半無限き裂の上下面に対称な集中力 P，-Pが作用する図2・62む場合には応力関散
'/J: 

Zl=~，J.r:2-b! 
π(z+c)、IIi'-zZ

で与えられる.応力拡大係教を求めよ.

【2・7] 図 2・63に示す平行な周期き裂群をもっ榎が一線な面外せん断応力 $0 を受ける場合，応刀

子 1/ 

P 

一一一
. . 

開設は

図2・60 -
A
 

H
O
 

l
'
p
ト国

1/ 

ι 
iト -a -s 

:z: 

国 2・62

8 8 8 8 
$0 

国 2・63

Z田=.......，，......_.=:e'0sinh(Jfz/H> 
圃 [sinh%{lr%1H) -siriJi2(Jfo7J司]1/%

で与えられる.応力鉱大係数を求めよ.

[2・8】 固 2・64に示す=重片持ばりの荷量 Pと変位 uの関係は材科刀学のはりの理論によ qて近

似的に求めることができ

2"= ~Øs 
吉原T

である.~ネルギ解説串を求めよ.

[2・9】長さ2oのき裂上面中央から b隠れた位置に集中力 (Q，めが作用するという図 2・65の
場合には，応力関数料坊が

_ Q+iP r c-l 1 • 1 I n;c言、1
州一寸7h了万コ+τ言宗寺+1)j

で与えられる.応力拡大係数を求めよ.

611 
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(2・14勾を事周して応力度数および応力拡大係散を求めよ.

[2・2】長さ2oの直線誓裂をもっ無限額に図2・59に示す集中荷重Pが作用している.式 0・58)，
0・J44)を利用して.重ね合わせの方法で応力鉱大係散を求めよ.
[2・3】 [2・2]において集中力 Pのかわりに集中毛ーメ YトM が作用する場合はどうか.

[2・4] [2・2】.(2・3】の結果を剥用して，半無隈き裂に図 2・回の集中力 Pおよび集中毛ーメソ

トM が作用する場合の応力拡大係数を求めよ.
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3章脆性破壊

種々の破患のうち，本軍で述べる脆性破壊はきわめて危険なもので，大形構造物をも瞬時に破壊しきるー込

ほどの威力をいている.この磁壌は，主として掠師時。て磁跡起こる蜘臓であって.i!i(1 J 
から臆怯磁痕の理輪とLて知られτいる Gri錨thの理輸がある. 温度が降下すると，それまでは延性的
挙動を呈していた材料が急に脆佳的挙動を示して，脆性酸漉しやすくなる延性ー脆性還啓も見過せない現

象である. また，脆佳磁鹿を生じやすいか否かを判断するパラメータである破壊靭性は，材料選定の有

力な手段となる. さらに，脂性磁鹿防止の設計法も股It者としては是非とも心得えておかなければなら
ない.

3・1雰関破壊

易関磁壇(c1eavagefracture)は体心立方格子 (bcc)や調密立方格子 (h句)などの材料f

に起こり.特定の格子面に沿って生じる分離磁寝である.そしてこの特定の格子面を境問面

(c)eavage plane)というが，努閲破壊は持閲面に垂直に働〈垂直応力成分σによって生じる

ものである.表 3・1に各種の結晶の易関面を示す.この衰のように持閲面はいずれも低指

数面となっているが，このことについては次節で説明する.

持閲破面は通常平坦で，党をあてると蹄いて見える.図3・1は，ドライアイスの温度で衝

撃によって磁鹿された鉄の持閲破面である.図 3・2は各結晶粧を横切って傍開破壊が伝括

する模様を示しており・隣接する結晶は互いに方位を具にするので.勢開面の方向は結晶ご}、

衰 3・1 各種の結晶の男開面

結 晶 例 男開面

b c c Fe， Cr， Mo， Mo. W. V. Ta. Liなど (1∞} 

h c p Zn. Mg， 5n， Be， cdなど {∞01) 

ダイヤ~:，Iド ダイヤモνド.5i， Ge (111) 

岩 塩 NaCl. KC1， LiF， MgO (1∞) 

T面心立方格子 (fcc)の材料には男開醸砲を生じないが， これはせん断応力によるすべり変形が容
易に起こるからである.



6章 非線形破壊力学の理論

本Jlでは，材料に大規倶降伏あるいは全断面降伏が生じたのちに0:ij起する場合を対象とした.いわゆ

る非線形破.力学について述べる. まず， き裂あるいは切欠き付のき後先錨近傍のt辺住応力・ひずみの
近似解法を述べた後， それを厳君慢の条件と組み合わせることによって.~量E性理券動を示す材料の静的磁

波強度がどのよ うに解析的に示されるかについて述べる.

6・1 非線形破壊力学の特徴

非線形磁波力学で問題とする事柄は，き裂材あるいは切欠き材の応力集中部における塑性

変形が広域におよび，そこでの応力や変形金あるいは変形成などの力学量が材料のそれらの

限界値に逮したときにき裂が発生し，また成長することを解析的に示すことである.このよ

うな広域の降伏を大規模降伏(largescale yielding)と呼び，小規模降伏と区別する.また，

ここでいう非線形性 (non-li.nearity) とは， 茨 6・1に示すように， 材料(応力ーひずみ関

係)と幾何学的関係(ひずみー変位関係)のそれぞれの線形性と非線形性の組合せのうち，

応力ーひずみ関係の非線形性と， ひずみが変位の座標による一回微分の線形式で表される，

いわゆる幾何学的銭形性とを組み合わせたものをいう-~療に関与する材料部分が全断面に

およぶ場合も取り級うが.この場合はき裂先Wa近傍の力学盆だけではなく，全断面の応力あ

るいは変形金も磁峻を支配する重要な力学盆になる.

非線形磁波力学の理論は，今までのところ十分に研究し尽されたものではなく，研究途上

にあるものが少なくない.それは線形骸渓力学の理論に比べて少なくとも次の三点で大きな

困簸があることに原因している.一つは，応力集中部の塑性変形をできるだけ正しく計算す

表 6・1非線形E夜寝力学に制する非線形性の勝争

-yh-ー竺竺_I 線形性 | 非線形性
銭形性
{荷量小ひずみ)

非線形性
(有限ひずみ)

線形聖~l生(き~~)

大たわみ

聖誕i'fll生(き裂}

延性磁波
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る必要があるが，塑性変形がもともと履歴の影響を受けるので，このことを考慮すれば非常

な数学的困難を伴うことであるt. ニつには，同ーの磁峻モードであっても， 塑性変形開始

の条件，すなわち降伏条件の途いによってき裂近傍の塑性変形』訟が異なることである.三つ

には，~皮峻条件の違いによって破後強度が異なり ， いかなる磁波条件が突験結果に照らして

適切であるかについて，データの不足もあって必ずしもさだかでないことである.これらの

点は線形磁綬力学と基本的に異なる点であり，とりわけ最後の

z製盟において採周する磁z駿担pライテリアが異なつても，自主駿力学レベノレの磁題担強度は変わらな
いこと (21支の2・16節参照)と対照的である.き裂先端の禅m性応、IJ・ひずみの!t・'fj.は一
般的にいって数学的困難を伴うことが多いので，比較的研究成集の定着していることもあっ

て，ここでは塑性平面ひずみ状績のすべり線婦の理諭とJ積分を足艶かりと して述べること

にする.ただし，対級材料は均質かつ等方i生であり，またひずみ速度依存性はないとしてお

く.

6・2 単純引張りを受けるき裂材の塑性応力・ひずみの近似解法

(1) 応力ーひずみ曲線.降伏条件式.応力ーひずみ関係式 金属材料を静的に引張ると

一般に図 6・1の点Aに示すような降伏点が現れる.静的引iJG降伏応力<1.，以上の応力を加

えると，応力ーひずみ曲線、は ABCのように単調に精力目する.もし，点 Bの状懸から除荷す

ると弾性直線 OAに平行な直線BOに沿って点Dに至る.除術によって，全ひずみOEの

うち弾性ひずみ OEだけ消失して，塑性ひずみ 00が残る.点 Dから再負荷すると，除

荷中に材質的変化(ひずみ時効など)がないかぎり， OBCの経路をたどり，点Bでの降伏

n=l n=1/3 
。 C 

例守
¥
h
v

n=I/9 
n=I/13 

n=O 

ε o c，. 
ε/ε，. 

図 6・1 静的引iJ!l応力ーひずみ線図 図6・2 無次元化した引~応力ーひずみ線図H

t t曽分ひずみをひずみ股歴に沿って続分する，いわゆるひずみi曽分理路を必要とするが，以下では
履歴を考えない全ひずみ忍治を用いる.
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応力は切らかに初期降伏応力<1"より大きくなる.これをひずみ硬化あるいは加工硬化とい

う. 力学的取扱いのうえから応カーひずみ曲線を単純化して， たとえば応力とひずみをそれ

ぞれ基単値<10および ε。で無次元化して

十=す+a(す)1M(a.n:定数)
のように表す.ここで，川主ひずみ硬化指数あるいは加工硬化指数と呼ばれる.また.σ。お

よび ε。にはそれぞれ σ"および知=σμ/Eがよく用いられる.図 6・2"は.a=0.02と

おいて，いくつかのnの値について示した応力ーひずみ曲線の例である.特別の場合として.

11=1のときは線形鄭性 (Iinearelasticity)を，11=0のときは弾完全笠性 (elastic-perfect

plastici ty)を表す.また，部完全塑性で E→∞(蝉性ひずみ零) とおいたものを剛完全塑

性 (rigid.perfectplasticity)という.

き裂材や切欠き材に単純引張りを負荷しても，応力集中部では応力は多粉状態になる.こ

れらの応力がどのような値に途すれば塑性変形が始まるかという力学的条件を，降伏条件

(yield condition)という.金属材料の降伏条件として重要なものは Trescaの条件と Mises

の条件のこつである.前者の条件は，最大せん断応力値が材料のせん断降伏応力加に等し

(6・1)

くなったとき降伏が起こるとするもので次式で与えられる.

|σ1ーの1=21'，.. 1<1，-<1，1 =21'，.. 1σ，-<1.1 =21'.. (6・2)

ここで， c1，， 02，の は主応力である.この条件では，2t"'J=σ"の関係が成り立つ(単純引張

りでは， q.=のれ の=σ，=0)他方，後者の条件。主
(σ1ーσ♂+(<1霊一σ♂+(σ，-<1，)2=61'，，'=2σ..' (6・3)

で与えられる.この条件では.21'，，=2<1，./、/すキ1.155σ"の関係が成り立つ.

盟性ひずみ成分(上っきの添字ρをつける)は，全ひずみ成分から到i性ひずみ成分(上っ

きの添字 eをつける)を差引いて次式のように表される.

ε.'=ε.z' -e:" =E，z'ー(σz'/2G) などt 1 
} (6・4)

rz" /2= (rz./2)ー(rz，'/2)= (rz，/2)ー(τz，/2G) など j
ここで， d などは金偏差ひずみ成分 (ダッシュをつける)を袋し， 全ひずみ成分から平均

垂直ひずみ C"，=(1ー2ν)<1nt/Eを差し引いて定銭される.ただし， <1...は平均霊直応力で，

σ..=(σz+<1，+σ:)/3である. 問機にして， σJなどは偏差応力(ダッシュをつける)を愛

し，のなどから σmを差しヲ|いたものとして定童話される.また，塑性ひずみエネルギ U川主

次式で与えられる.

UP = <1zCzP+ <1，c" + (J :c? + 1'r:r ，:P+τ:zr:zP+1'z，rz? 
=σz'lzP+σ，'ε..+σJεノ+τμr，?+τuruP+1'z.r抑' (6・5)

↑ ら，=む-!z.= t./+E"，ーら'=c.' - (εz'- 6"，) =εz'- 6z• 1



194 6 l:t非線形~~力学の理姶

ここで，塑性変形により体積は変わらないこと(非圧縮性， ε~P+ε.P+ε.P=O) を用いた.さ

らに，多翰応力状態のものをI匹敵引張応力のものに換算した相当応力 的 および相当塑性ひ

ずみ d は，次式で与えられる.

= ~ -[(σzーの)2+(0.ーの)2+(0.- 0~)2+6('."+'uz+ ，z/)JI f2 1 、.J2'-"'.... -"， . "-，， -"" . ，，-. -..， . -"-1'"" . ..- . .-. 1M  I 

匂d戸P=乎ω 一寸イ叫ε匂dω.Pの，り)斗 ω 一叫εらdめ.p刀庁.P)Z+η叩糾判)戸川州川2斗川+(怜(ふ仏eらd小:P作P-E一ε J 川 (T，μμ，HJJzJfp同Z+印r作zロ:z'川p
したカが:つて I 

up=σ~? J 
(6・6)

となる.

多軌応カ状態における応力ーひずみ関係を求めるために， 応力と塑i生ひずみ噌分との聞に

次式に示す流れ法則 (Aow.rule)が成り立つものとする・J(，:μ吋f.).， '>付 A/f;~タ
生三=生乙=生.:= d(r.?/2) = d(Tu笠L d(rzrp/2) λ (6・7)
σzσ， σz rU τzz 'Z' 

ここで，dE~P などを εJ などに， ~を 1/(2G) に置き換えると， 上式は線形事証役体に対す

る Hookeの法貝IJと一致する.また， ~は正値の比例係数で，式 (6 ・ 6) を用いて

λ= (3/2) (d，.げの)= (3/2) (dV'/σ;) 
-となる.したがって，式 (6・7)より金偏差ひずみ増分の各成分は次式のように茨される.

10%' ，30ー'dt.p 、ーニ工三一+σ~'~= a!:.-+一一一!::.!!..，_ など l 2G . -. .. 2G 2の |

> (6・8)
dT:. = ~主L+ ，zr~= d__':，，' +主%.dE.こなど |2 2G ' . .... 2G 20， ._ -} 

この式はひずみ硬化材に対する ReUSBの式と呼ばれる.同IJ完全塑性体の場合，式 (6・8)は

次式のようになる.

，内 'd， 、
. d，~ =σ:'1= '"'V .. 手!&... など l 

;，:σ. I 

i与=，..~ =主;."d，. など|
孟 瓦σ. } 

(6・9)

ここで， G→∞とすると体積変化もなく ，d，ε~ =dt~' などとなるから，上式ではひずみま哲分

の〆ッシュも添字 p もはずしである.上式を Levy.Misesの式という.

(2) 塑性平函ひずみにおけるすべり線場 塑性平面ひす.み状態では.:X:， 官， %方向の

変位速度成分 Vz，VVI Vzのうち，v，=Oであるから，ひずみ速度の定皇室式(幾何学的線形性)

tr =:: ~Vz • t.= ~vr t tーゐ
Z で o:x: ' 句-~' "--az 

t，，=幸子+3子， dv. . ov.， 
ru=37T17・

ov. . ov. I 
Tz'=-aすすa;-J 

(6・10)
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より，t.=t..=t:z=Oとなり結局，非圧縮性を用いて， t，=ーらとなる. したがって， iZt 
ill， らはそれぞれ主ひずみ速度で， そのうちの一つは零となり， 塑性平面ひす.み状績は明ら

かに純粋せん断変形Tであることがわかる(図 6・3).式 (6・7)・より， 図 6・3(a)の

Mohrのひずみ速度円に相似な関係にある Mohrの応力円は図6・4( a)のようになる.こ

こで，式 (6・9)よりじ=σ，'1=0，したがって， ι=0，=(1/2)(σZ+σ，)となるから，0"，三
-p= (1/2) (oao，) =のとなる.pは静水圧応力であり慣習上負号を付けた. またJ G:= 

(1/2) (σ~+σ.) の関係式を用いると，式 (6 ・ 7) Ii.次式のようになる.

__!!._=~ー= ...i.王L-=土 (6 ・ 11)
σxーの σ，ーσ% 4，~. 2 

関 6・4(a)の PXの大きさ，すなわちせん断応力 kの大きさは，の=(1/2) (σZ+σ.)を

σ 

-E 

β方向

宮

(3)ひずみ速度面 (b)物理商

主軸1

図6・3 Mohrのひずみ逮皮肉と対応する物理面{すベり線 ιβ に沿う仰び速度は零)

t' 

β方向
g 

(a)応カ面 (b)物理面

図 6・4 Mohrの応力円と対応する物理面

a方向

% 

a方向

% 

T 物体全体としての回転を含まない純抑変形において， 一つの主軸方向の{中絡がなく.全体として

体積変化のないような変形をいう.
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Misesの降伏条件式 (6・3)に代入すると ." となり

k2=士(0%ー σ，)包+.%，'=(.，.)2 (6・12)

で表される Trescaの条件式 (6・2)では， k=T"となってやはり式 (6・12)となる.

すなわち，岡IJ完全塑性体の平箇ひずみ状態では雨降伏条件式は同形となり， 'fl とσ"との

関係式が災なるのみである.

さて，図 6・3(a)と図 6・4(a)の対応から最大せん断ひずみ速度f副 x=Tの方向と

最大せん断応力 τmu;=k三句の方向，すなわち aの方向はともに一致する.塑性平函ひず

み状態にある物体の各点において，これらの方向と一致するような方向をもっ直交曲線、群町

およびFをすべり線 (slipline)とよび， α幽線と F曲線を右手系の直交曲線座標にとると

き，代数学的に最大の主応力引が第一および第三象限にくるように αとFの方向を選ぶ.

このようなすべり線には次の二つの幾何学的関係が成り立つ.

p+2kO=一定 (α 曲線に沿って) 1 

p-2kO=一定 (戸幽線に沿って) J 
(6・13)

および

dv<<-vpdO=O (a曲線に沿って)) 
) (6・14)

dvp+v..d，ゆ=0 (戸曲線に沿って)J 

-ここで， ρは静水圧応力I k=r，h V(fおよび w はそれぞれ a幽線と F曲線に沿う速度成

分であり，ゅは図 6・4(b)に示す角度である.式 (6・13)は Henckyの式と呼ばれ，応

力のつり合い式

月n 一角;)~v:~ +三王1..=0. 0;:王旦+~uy =0 ・ (6・15)
ox . o百 ， ox' oy 

に図 6・4(a)の p，kおよび世で表した応力成分式を代入し， 微分関係式Tを用いて得ら

れる.式 (6・14)は Geiringcrの式と呼ばれ，それは Va，Vpの微小変化に対する幾何学的

関係ι図 6・3(a)に示すようにすべり線に沿う伸び速度が零の条件から通事かれる.
両すべり線がともに直線からなるとき，すベり線場は図 6・5(a)引に示すように直角網目

でおおわれ，世が一定であるから式 (6・13)より P=一定， したがって一定応カ湯で，か

っ式 (6・14)よりむ=f(y)，v，=g(x)となる.ここで，f(y)， g(x)はそれぞれ y，xの
みの任意関数である.また，一群のすべり線が一点に集まる直線のと き他の辞はその点を中

心とする同心門となり， 図 6・5(b)引に示す有心扇形場 (centcredfon)となる.図の OQ

を z軸に選ぶと，式 (6・13)より F曲線に沿って p=PO+2kO(poは OQ上の pの値)

T たとえば α方向への微分は，xおよび E方向への微分を用いて
o _ o:r o ， o.， O 
すa すa"ai-+唱すヲy'=COS世ai-+山世すF

となる.
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ap--nu 

L% α 

α 。 % 
A 

(a) 直線すべ');似品 (OA上で V~= 0， 0 B上て'
vi=f(y)が直線分布のとき，変形(;t単純せん
断法形となる)

(b)布心筋形劫

図 6・5 基本的なすべり線織の例b

となる.したがって，円住座標 (r，ct)で表した応力成分 σh向は，ともにすべり綴方向の

応力成分であるので， 図 6・4(0)を参照して次式のようになる.

σr=σφ=-P=-Po一2kO， .rφ=k=一定 (6・16)

.宥心扇形場の中心では，世はL、かなる値をもとりうるから，式 (6・16)の第1式より，め

と σφ は不定となり，この点は応力の特異点であることがわかる.このことは速度について

もいえる.速度については， Vcr=Vr・vp=刊とおくと式 (6・14)より a曲線に沿って dVr

=0， p曲線に沿って dV<I>=一叫d手となるから..filt分して

vr=f'(世). v<l>=ーf(O)+g(r) (6・17)

となる.ここで f'(世)は世のみの任意関数 f(世)のゆ に関する 1回微分を茨し.g(，・)は
rのみの任意関数である.すべり線の具体例は以下で説明する.

(3) 剛完全~性体の初期降伏点荷霊 剛完全塑性体に外力を増加していくと一般に変

形する塑性域と剛性威ができる.前者は， ~形が可能となった瞬間に実際に塑i生変形を生ず

る領成をいい，このような変形が可能となり始めるときの荷量を，剛完全塑性体の初期降伏

J点荷量 (initialyield point load) という.また. この瞬間に変形が需にとどまっているf~M

が後者の剛性減であり，それは応力が σ"に達しない純剛健法と，応力は σ.SIこ淫している

が，まわりの純剛性繊の拘束を受けて変形が零のi質成のこつを含んでいる.以下で剛塑性廃

界とは.剛健核と変形する盟性級との!t界を表すものとする.この境界では速度の接線成分

が不連続となるので，式 (6・10)の第6式より Tz.→∞ となり，これを式 (6・11)に代入

すると σr.=o，となる.したがって，図 6.4(0)から切らかなように述度の不述続線はす
べり線となるt.

初期降伏点荷盤を求めるには.まず変形する塑性厳において応力の境界条件を満足するよ

T 応力の不連続線はすべり線とは一致しない. したがって，応カの不連続線と速度の不連続線とは
一致しない.
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うにすべり線場を組み立て(したがって.それは応力のつり合い式と降伏条件を満足してい

る)，その領峻内で速度の境界条件を満足するようにすべり線拐による速度分布を求める(し

たがって，応力ーひずみ関係を満足している).このようにして得られた解を正解といい，さ

らにこの解を変形域に隣接する剛性成に拡張した場合，つり合い式を満足しかっ降伏条件を

政らないような応力分布がその剛i生成に存在することを明らかにして，はじめてその解は完

全島幸 (completesolution) となる.

図 6・62刊は剛完全塑性の半無l浪体に，完全に潤滑されたj京僚のない平らな剛体ポンチを

押し込む場合Tを，塑性平面ひずみ問題として解いた Hillらによる初期の解を示す. 図の

uzb 

開体ポンチ

(a)初期降伏のすべリt車場

t' 

1lc=-k 

Pe=-k¥l弓-
1lo=-k(l+π) 

z 

τr 

a 

(b)ーた応力場ABC
におけるモールの
応力内

τ 

(c)有心扇形場ACDにお (d)一定応力紛ADOにお
けるモールの応力円 けるモールの応カ円

図 6・6 阿l体ポンチの半無限体への押込み2・的

σ 

g 

T この場合の袋界条件は.接触面 AA上の法線速度がV，残りの自由表面郎分で外力零であり，速
m:と応力の混合主主界値問題である.
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( a)は変形する塑性域のすべり線場と速度場を示し， 図 (b)-(d)は式 (6・16)によっ

て求めた各領成での Mohrの応力円を示す.関 (d)より，ポンチ圧力すなわち AO上の

v方向の応力はの=p"，=-k(2+π)=ー2.57x 2kとなる.したがって，初期降伏点荷重(圧

縮)は次式で与えられる.

九=2仲間， tm.=的+す) (6・18)

また，初期降伏の始まったときのポンチの降下速度を V とすると， OA上で Vz=O，VV= 

-V， ODECBに沿って Va=O，領成OABCEDO内のaすべり緩はすべて直線であるから.

式 (6・14)の第 1式より Va=一定でかつ零となる.そこで，領成 OAD内で速度は OD

方向をもつことと，不述続線に沿っての不連続:tiiは一定であることより， vs=';すV とな

る.領成 ACD内ではいたるところで Va=Oであるから式 (6・14) の第2式より，戸幽

記事、に沿って η=一定となるが，OAD内でVs=.;τVであるので， ACD内でも Vs=.;すV

となる.同機にして，領成 ABCについても Vs=.;τvとなり，ポンチで押しつけられた

材料が CB方向に JすVだけ流れることにより，ポンチの下降が始まることがわかる.

Hillの解は決して唯一の解ではなく ，Prandtlは図 6・7引に示すような他のすべり線場を

考えた.以下，例題として初期降伏点荷量 PL と速度を求めてみよう.

図 6・6(a)に示したヒノレの解と全く同様にして応力分布を求めることができ， 夜、形する

塑性域内の結果はヒルの解と一致する.また速度については，領成ACAがポンチに付着し

た剛体のように運動し， これが変形しない塑性威となるような速度分布を考えるt. このと

き，変形する塑性威内は剛塑性境界に平行な V/.f2の大きさをもち， ACおよび CDB上

で袋線速度にV/.;すの不遠鏡を生ずる.初期降伏点荷重は Hillの解と一致するが， 次の

ように塑性仕事 VPからも計算できる町. すなわち，直交曲線座標 (a，s)におけるひずみ

速度式

図 6・7 Prandtlの解剖

t Prandtlの解は速度紛が一銭的に決まらない欠点をもつが.ここではこのように考える.
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Ea=主主-ml土 ;，，=主主主 +V'"!ιl 
'" ÒS'" ν• OS'" • -. OSp . --nSB I 

> (6・19)
fph-uA+fE色村主 | OSp vp oso . -OS;; • va -OSa } 

を用いて，図 6・3(a)におけるせん断ひずみ速度 Tを求めると次式のようになる.

t=土[(iz-t，)"+t%，IJ'/=土[(ta-tB):+ t ao'J'月

=主ι+Va ~ι+ 主ι -vsJ!L
OSa -a oSa . OSB -. OS(l 

(6・20)

ここで.ds"，=rd.ム dSII=drである.式 (6・20)より，領主主 ACAとADB内では t=O.

扇形領i或 ACD 内では 硲jos"，=l/r.Va= V/、/すを考慮して.t=(V/';す)(1/けとなる

ので，塑性仕事速度 VPは次式のようになる.

VP=2k l ~trdrdゆ=2kl... ， (Vj .;τ)drd.世=kbV，π(6・21a) 
JCD  JOD 

ただし，扇形状の半径は AC=.;τbである.このほか，速度の不連続線 ACおよび CDB

上で，次式に示す塑性仕事が単位時聞についやされる.

れ=2kxすき(定+百+合)=伊V(2花 b+予告)

=4kbベ1+す) (6・21b) 

これら二つのれの和を外力の仕事速度 2仲間V と等位して，式 (6・18)をうる.

さらに，上述の PLが正解であることを以下に示そう.

降伏点荷量が正解であることは.以下に述べる同前抵の上，下界をチェ ックすればわかる.

いま，物体領成Rの境界Bのうち，境界 BT上で表面応力 T%.T， が与えられ.~りの境

界 Bv上で速度 Vcr，vpが与えられているとし，正解を与える応力錫を σZt(I't T'Z" ひずみ

速度を t:，t'%t tz，とする.J]1jに，降伏条件を磁らず， つり合い式と Br上での袋界条件を
満足する応力湯を可容応力場 (staticallyadmissible field)といい， σJ，σλτzrで表す.

との場合，必ずしも可容応力(1正解のひずみ速度と応カーひずみ速度関係式で結ばれている

必要はない.仮想仕事の原理fをこれら 2組の応力紛に適用すると次式が得られる.，

Isv (九U叫叶玄汁+九υ恥ωU句ψ，ρ)d主斗t
V JUv 

これは，任意の可容応力窃から渇かれる T:s:*.Tv* による仕事速度が真の表面応力 Tz• T. 

のなすそれの下界を与えることを示している.他方.領主主R内で非圧縮性を満足する速度場

vz?， V，Vを可容速度場 (kinematicallyadmissible field)といい，可容速度から式 (6・10)

T 仮想仕事の原理は，この吻合

JRω.+σ山+川，)dA=O
で書置される.ただし，宮目指定 Rの函繁を dA.m界 B の線~を ds とする.
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により湧かれるひずみ速度 t/".t，". t%，" 11必ずしも正解の応力と応力ーひずみ速度関係で結
ばれている必要はない.いま， izV，i，'， tz，V と応力ーひずみ速度関係式で結ばれ， かつ降伏

条件を満足する応力場を σZV，(1，v， T'zvv とすると， この応力場は必ずしも応力のつり合い式

を満足するとは限らない. 再び仮想仕事の原理Tを可容巡度拐に適用し，かつ最大塑性仕事

の原理と Levy-Misesの式 (6・9)を用いて次の関係式をうる叫.

jBV仰け九円)必jJrv仙 L凶 Vds-jBT(九V%"+丸山ds (6・23)
ここで.rは速度翁の不連続線を愛し，その緩続成分の不連続1立を L1v，とおいた.式 (6・
23)の右辺が Bv上で正解な表面応力によってなされる仕事速度の上界を与え，正解の表面

応力のする仕事速度(左辺)の上界が可容速度から得られることを示している . 上界はき~

材や切欠き材の降伏J点、荷量を安全に見積もるから，磁波力学のうえで突用価値がある.

式 (6・22)の Bvは図 6・7の AAで与えられ.AAでは T%*v%+T，グvv=avV とな
り，式 (6・22)の右辺 =2kb(2+π)Vとなる.一方，同式の左辺 =2bρ"'V=PL Vであり，

PL(下界)迄2kb(2+π)

となる.ついで，式 (6・23)右辺の第1項は式 (6・21a)で与えられ，第2項は同じく式

(6・21b)で与えられる.また.ti~ 3項は.AA以外の部分で表面応力が零であるので，

零となる した仇て， 式 (6・幼のお辺=吋1+す)V=2kb(2+π)Vとなり，その左
辺は式 (6・22)の左辺と同じであるから

PL(上界)壬2kb(2+π)

となり. (上界)=(下界)となって式 (6・18)は正解である.

【例図6・1】 図 6・8"に示すよ うな切欠きみぞをもっ剛完全塑性の鼠験片が，曲げを受ける場合の降

伏点拘1Il:を上，下界法を用いて求めよ.

〔解〕 下界の一つを攻めるために，図6・8のリガメント b部分て・は切欠きのない平滑材と同じ幽げ応

カを受けるものと考え，切欠きの a音自分では曲げ

応力は零となる.この応力は明らかに可容応力であ

り. また切欠き底および bの中立総において応力

は不連続となる.上述の式 (6・22)のBvはbで

あり.この応カから求められる幽げ骨ーメ γ ト，す

スパン会長

なわち ML の下界(跡師での全断面降伏鮒 M( 

lIi)は次式で与えられる.

ML作界)=2J;知的=k(b2B/2)
(6・24) 図6・8 悶完全銀位体の切欠き鼠験片町

MLの上界の一つは，図 6・8の二つの門弧 OR(その幽*~径を r. 孤の長さを l とする)によっ

T ここでは可容速度拐を考えるので.rに沿って袋線方向速度の不連続賞 dv，による仕事速度
JrT.dゆを含めた対用いる・ただし TはFに沿う捌応力の捌成分である・
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(c) 

図 6・9 単純引張りを受ける深いき裂を有する雨側き裂材(平函ひずみ)

Orowan町の示唆に基づく

Jすkであり，また扇形部の半径は幾何学的関係から Jすbであり， さらに扇形部全体の

U'の計算は式 (6・21a)で述べたとおりである. 同様にして，図 6・10に示す中央き裂

材について計算すると次式をうる.

C1D・.=σ.=2k=一定

(Tresca). i. 16 (Mises) 

PL=4kbB 

L=Q=l 

6・2 単純ヲl張りを交けるき裂材のm性応力 ・ひずみの近似解法

{] 

P. A 

(b) 

亡〉

z 

(1，=σ，=白

=(1+子-2伽

S

↑
M

↓
 

(a) 

t11=向 =0

件ィq._a，=a，=2k
" v、、

6白'z=t1;向，=k
あるいlはま(仁6咋F一，戸，=2k寸4叫2μ仇kcω。
σ向.=2ks引inポ'0
r，，=-ksin20 

a， 

r，，=kd-、
I I Ir--. t1. τr、， 、
az 

6 J;t非線形磁~力学の理鈴

て図まれた変形しないt辺住成{そのせん断降伏応力はめを防止したヒ・ポットのようにみなして.左右の
傾成が剛体的にωなる角速度で回伝する速度湯を考える.上述の式 (6 ・ 23) の右辺ml ~買はピポヲト領

威内で戸=0 であるから容， 員~3須の V.rV ， Vrヲはいずれも零であるから.~2項のみを考える.すな

わち，第2演は 2(klrωB)となり，また式 (6・23)の左辺=2Mωであるから.MLの上界は次式で与

えられる.

ML(上界)コ=klrB=k(がB/2)cos<c2a.a (6・25a)

ここで.l=r(2a). r= (b/2)co日caの幾何学的関係を用いた.このii'l、f直を求めるため (dMddα)=0
とおくと， tan a=2aすなわち a=66・417'のとき成り立ち，王立 (6・25a)は次式のようになる.

ML(上界)=0. 69kb'B (6・25b)

式 (6・24)と (6・25b)から Mι の正解は

0.5kb'BくML(正解)く0.69kb'B

となることがわかる.

ML(上界)が ML(下界)の 1.38倍大きくなることは，切欠き断面 bBにわたるm性拘束によるもの
である.上界の降伏点荷盤を平m材の降伏育、荷Jll:にの例題では下界)で創ったものは拘束係数 (con.
strninl factor)と呼ばれ，き裂材や切欠き材の降伏点荷lIi:!盟大の見安となるものである1 これに対して，

計算方法は省略するが切欠き底近傍での応力鉱大 Q=a..../σ..は切欠き半角 Oが約 20・以下.(リガメ
ント深さ)/(スパン学長)が約 0.35以下において.2以上の値をとる5:.

(4) 剛完全塑性のき裂材のすべり線場による近似解法 図 6・9は.Orowan61 の示

唆に基づいて，平面ひずみの状態で単純引張りを受ける深いき裂を有する両側き裂材の正味

断面応力向山降伏点荷ni PL• 拘束係数 L=PL! (2σ，.bB)および応力主主大 Q=内田町/a" を

.求めるための経過を示したものである. すなわち. (a)に示す剛体ポンチの半無限体への

押込みすべり線窃Ii..そのまま (b)に示す引張荷lliを受ける無限休中のき裂先繍のすべり

鋭、織に適用することができ， 結局(c)に示す有限幅 2Wの南側き裂材(ただし両側き裂

は十分深いとするlt)のすべり線場へ適用される.挿入した応力状態を多照して

B
 

'
D
 

沈

札

制

X
 

X
 
U

円

u

，，。，“

〕
「

=

¥
1
1ノ
ハ

リ

π

一2h
M

+

ρ
い

'
A

、、sa
，J

J
M
¥
π

一2

内

4

E

r

=

l

 

v

f

E¥
 

6

k

 

=

2

 

‘

=

 

・

ー，

h

九

(6・25c) 

付
、11
1
'
''

の
も
み
を
裂

ず
裂
き

ひ
き
側

函
い
丙

平
深
つ

'''''aa‘‘‘、、

、BB
i
l
l
i
-
-
、，aEBEBEE--EJ

202 

L =2. 57 (Tresca). 2. 97 (Mises) 

Q =2. 57 (Tresca).ユ97(Mises) 

となる.また.き裂先端の有心扇形すべり線繊の相当塑性ひずみ E.'は
ε/=(扇形部の単位面積当たりの UP)/(相当応力の)

_ 4kbiJπ/庁， 2 L1 
'一“一一πマす苛宝/γ。ル-..fττ

ただし， 扇形すべり線場ではの=σd=σz.rrd=kであるから o~こ無関係にの=となる.

演習問.m【6・8】と比駁せよ.

演習問題 【6・5】より W>2.57b(T問 sca).2. 97 b (Mi拙)である.

演習問題 【6・4】も多照のこと.

T 
tt 
ttt 
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'I'=k 
グ、、
、グ

" ム=四=0
由=司=-p=k

P，A 

(a)変位場 (b)応カ渇

図 6・10単純ヲl張を受ける中央き裂材(平函ひずみ)

p， A 

nB 

局Pi'rrf-o
〈ぴれ11

P. A 

の=C71=2k+…=k 
(-p=k) 

図 6・11 単純引張を受ける深い両側き裂材(平箇応力)

比較のため，塑性平面応力状態にあるき裂を考えてみよう.図6・11に示すように，単純

引張りを受ける平板(板に垂直な応力成分の=0)に生ずる変形する重量性成は，いわゆるく

ぴれ (necking) といわれる有限幅(くびれ餌を bとする)の直線級となる.深いき裂をも

っ両側き裂材のくびれ内の応力は.Misesの降伏条件に従うとき図6・11の挿入図のように

なる.この場合の相当応力ti...式 (6・6)のtin式よりの=./すk となる. したがって，

σu.. PL. L. Qおよびくびれ内の εJはそれぞれ次のようになる.

f1D'~=σ，=2k=一定 (Mises) 1 

九=ωB (Mises) I /平面応カの深いV

L=Q=2/ ./す=1.16 (Mi叫 f¥認をもっ両側j
倫 2 A 1 
ε，，=-:;す7T J 

とこで，局音11くびれが垂直方向に A(=献験片伸び変位)なる変位を受けるとき.E，P=A/b. 
t:P=Oとなるので， くびれ部の相当塑性ひずみは式 (6・6) の第2式より上式のようにな

る.ただし，非圧縮性よりE.%P=-c，Pとおいた.一方，中央き裂材の場合は，図6・12に示

t Ií~~問題 【6 ・ 7] も重量照のこと.

6・2 単純引張りを受けるき裂材の!fl性応力 ・ひずみの近似解法 205 

p，.d p..d 

45' 
t11:=町=2k

54
0

44' 

の=σ，=.;3k

~"r="，=o 
(-p= ~ k) 

1 1"..=由=0

(-p=オk)

p，.d p， A 
(a) Tresca (b) Mises 

図 6・12単純引強を受ける中央き裂材(lJ1崩応力)(HiIF>の計算に基づく)

すように，局部くびれ部でかこまれる領主主内の応力状態は挿入図のようになるので， σn・h
Pι• L. Q およびくびれ内の ttPはそれぞれ次のようになる.

σm戸内=2k (Tresca). .fすk (Mises) 1 

PL=4kbB (Tresca). 2';すkbB (Mises) I白
l(平商応力の1

L=Q=l (Tresca. Mises) r¥中央き裂 / 
2 Ll 1 

ε/=0.82xー官=一 | r3 b ) 

ここで，くびれ内の変形は HillTlによる図 6・13を怠照して.<ひ:h内の変位は v=Vy/b' 

となり，その zおよびv成分はそれぞれぬ=Vy(cosψ)/b'. v，= Vy(sinψ)/b'で表され

る.したがって，くびれ内の盟性ひずみはむp=avz/a:r=o.ε，'=av，/旬=V(sinψ)/b'. t.p 

=ーε，p (非圧縮性より)，および

Tz."=主乙+生ι=V三巴止ay . a:r 

となる.ゆえに，相当塑性ひずみはまた (6・6)の第2

式よりゅに無関係に

" 2 V 
(，'= ./す7T

となる.ここで，Vと剛性主主の変位，すなわち試験片

の伸び変位dとの問には，

V=Llベ?-4)=o82d
の関係があるので

2 A (/=0.82 xー下=ーァ
.; 3 b・

となる.ただし，O=19"28'であるt.

ひず弘主紬I

4 

Sク{¥Or .，-ψ=凶・25
応所〈ぴ~l 0=ム+.;.
""  'V， ~ - 4' 2 

=54'44' 

-

r 

図 6・13局所くびれ宮自の変形7)
(平函応カ)

g 

t <びれ官事の変位 Vの方向とくびれとのなす角ゅは盟佐平函応力問題では sinψ=(1/3)("，+内)/

{町一σ2)となり.いまの楊合， "，=.;すk 内=0であるから sInψ=1/3となる7)
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(5) 弾完全塑性のき裂材のJ積分による近似解法弘同 単純ヲ|張りを受ける弾完全塑性

のき裂材のき裂先綿近傍の平面ひずみの塑性変形について，もう少し詳しく調べてみよう.

そのために，まず Rice"によって提案されたJ積分について述べる.

J積分 (J-integral)とは，図 6・14(a)に示すようにz軸に沿う聞き角零のき裂の下面

を出発点として，反時計まわりの上面に至る.き裂先端を図む二次元様性体(線形および非

線形の)の経路 fに治った次式の線W{分で定議される. (2章の2・14節を参照)

J = Jr[UodY-T・(du/dx)ゐ3 (6・26)

ただし， u.:ひずみエネノレギ密度で x，y座標では Uo(x，官)(式 (6・5)で添字 pをは

ずし，かつのら:::::T.zT.z=TuTu=0とおく〕

T:r上の表面応力ベクトルで，r，O成分は U"σo

u 変位ベク トルで r，8成分は tl"Ud 

T(r， 0) ・主与!!l. = σfhms8-22L王立~+...!!Lsin 0 i .i--vr， -a，::-~VO v dO ・r I --------，:--.;;JII. V J 

+τ，f au，moau，sinOUF1  
rd¥. or- ーすーァーっ:....sin (Jりj 

=σLιFω 

+ Tr{O Trd+ω)ω 一旬 sin(JJ 
である.ここで，円柱座標に関する次式の反時計まわりを正使とする回転角ωおよび各ひず

み成分

ω=を(争+ヂーす3T)，h=争 εd=手勢+ちをTrd=t(与ーヲ+÷3T)
と応力成分の座標変換式

σ:=σr-Trd sin 28，σ，=σr+t'rd sin 2(J， t'町=t'r:=t'rdcos 28 
を用いた.ただし，表示王えを簡単にするため，有心扇形すべり場〔式 (6・16))における内

y 

% 

図 6・14 Jt資分の定豊島帥

y 

九
(b) 

% 
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=σeの関係を用いた.rをき裂先端を中心とする半径 rの阿とすると，
ds=rd8となるから，式 (6・26)，主

dy =rd8 cos 8， 

あるいは

J::::: r r刊「【Jocos8-q〓主乞COS0-主乞五旦~+ヱιsin 0 i J_.L-v-----'¥dr---- 00 r r-"'-; 

-T..(主i主cos8 一主主斗旦~-..!!L sin 0 ilIo 
問，-a，::-~V~ V (flJ --r- ---;:--~... V ).r 

J:::::r J]Uoω ーσ{Er問。一位Trdーω)sin0 ] 

-Tr{(き附ω)ω 一旬 sinO]d8 

(6・27a) 

(6・27b)

で表される.

J積分は，き裂先端を図むあらゆる経路に対して肉じ値をもっ.いま，図 (b)に示すよ

うに二つの経路 rll 九を考え，それに対応する J積分簡を J"J.で表す.式 (6・26)の

被積分表示式11き裂の上，下面で零であるから，J，ーJ，は経路 rllr，とき裂の上，下面
の線分間で図まれる面積 A事の給かく r*に沿う積分を裂す.この線積分を Greenの公式

によって面積分に変え応力のつり合い式 (6・15)を用いると J，-J.=O，すなわち J積分
値は経路に関係しない (pathindependent)ことがわかる.

いま，図 6・9(c )に示した深いき裂をもっ南側き裂先端の有心扇形すべり場 (C，C'領

波)に J 積分を適用してみよう'，"ここで，部完全塑住主体を仮定しているので~.ìi性的非圧

給性は成り立たないが，全ひずみの中で占める鄭性部分は小さいとして剛完全塑性体に対す

るすべり線、場がそのまま使えるものと考える.したがって.Cあるいは C領成の応力成分

は図中に示したとおりであり，また式 (6・10)と式 (6・17)の速度uを変位Idこ改めたの

ち，式 (6・17)を式 (6・10)に代入すると， 零でないひずみ成分はせん断ひずみ Trdのみで

Tr6 :::::~f" (0)+パ0)+rg' (r) -g(r)] 

となる.そこで，g(けを g(O)=0を満足する rの1次関数と仮定し，かつTr，R(8)=1'(0) 

+J(めとなる関数 R(8)を定援すると， r→Oにおいて Tr6→T，正R(8)/r]，したがって Uo
→kT.正R(8)/rJとなる.以上の値を式 (6・27b)に代入し， 若干の式の変形を行うと， r 

→OにおけるJ積分は次式で与えられる.

日川ご‘R(8)[ωso+(1+与一28)sin 8 }I。 (6・28a) 

あるいは

J=2k lM川主~(cot 0 +1+立とー20id8 J ~/. d8 ¥ ----. -. 2 --I (6・28b) 
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ただし，r→0のとき

ω→一 (r，~/2)=-r..R(8)/(2r)t 

および

t句=u，sin 8+Ud cos 8=f'(8)cos 0-f(O)cos O+g(r)cos 0 

より， r→Oのとき

(du，/ dO) =[1" (0)+ f(O) Jsin O=r，.R(O) sin 0 

の関係を用いた.

き裂先端におけるき裂の上，下函の全分離変位を き裂先鍋関口変位 (cracktip opening 

displacement : CTOD) dと定霊長すると，d=2u. (ただし，0=3π/4)で表される.簡単のた

め，(du，/d8)は 0=π/2輸について対称な関数であると仮定する. このことtは主，

u均以凶州，パJ刈(ωω0の)→ r.μ刈，μイ.J:Iしυ/4メ4FR附(切伽0
よりり，塑性域 R(8)が百勃に対称であると仮定することと等しい.いま:式 (6・28b)の

彼積分表示式において.

似 0+1+与一28=(1+す)+∞t0 + (π-28) 
は，図 6・15に示すように1+(π/2)の 0=π/2関して対称、な項と， その他の反対称項に

分けられ.したがって式 (6・28b)の積分計算は対称項 (dll./

dO)[1+ (π/2)Jについて行えばよい.すなわち

内 2(1+す)kJご.3子dO=(l+す)ω
したがって

。キ2J.江(2+π)kJ (平面ひずみの大規模降伏)

(6・29a) 
となるh的.ただし，0=2u. (ここで0=3π/4)を用いた.鐙性

成がき裂先端だけに局在する小規模降伏では，J=[(1ーの/EJ

.K，% (21立の式 (2・183)参照)であるから式 (6・29a)より
。与 2(1-11')(K，)2 (平面ひす・みの小規袋降伏)
(2+π)Ek 

(6・29b) 

Tω=す(35土+与一士号示)=-去[I'(O)+f(O)ー凶行(け]
において• r→0のとき

T.. _ T.，R(O) 
印→ーす7-[/ぺ0)+f(O)] =ーす =_.!..L宏ニム

となる.

5 

-4 

図 6・15 0=π/2に関し
て対称なlJl(1 
+π/2) と反対
称な項 COIOお

よび (πー20)

。
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となる.他方，塑性減寸法Rは以下のように求められる.いま，R(O)与Rcos {2[0ー(:r/2)]} 

(0=π/2について対称)と近似し，これを式 (6・28a)に代入すると

mMj:プ∞s(20-n->[∞sO+(1+3; -2ゆinO}O 
=ip(2+MKTH 

となり，したがって

3J (平面ひす.みの大規模降伏)
2 ./す(2+π)kr..

となる乱射.また.小規模降伏では次式のようになる.

(6・30a) 

3(l-II')(K，)' 
Rキ (平函ひずみの小規模降伏) (6・30b)
2 '/'[(2+π) Ekr.， 

以上の解析から以下のことがらがわかる.

( 1 ) 郊完全塑性のき裂先端における大規模降伏時のき裂先端関口変位 (CTOD)占は J

積分値と結びつけられ，d=M(J/u..)と盤くことができる. ここで，M はき裂材の負荷型

式あるいは幾何形状と降伏条件によって決まる係数であり，平面ひずみについて M=0.67

(Mises)， O. 78 (Tresca)である.

( 2) 大規模および小規模降伏を問わず，平面ひずみ状態における CTODの値6と塑性

威寸法 R との問には S与2r，.R(ここで.ルキO.∞2)の関係が成り立ち， CTODを著しく
小さく見積もることになる.実際には，大規模降伏の渇合，き裂先端は鈍化 (blunting)し.

その近傍のすべり線婦は，たとえば Rice"の指適に基づくと図6・16に示すように対数らせ

ん状に変化し，その結果.R与20となる. (演習問題 【6・3】参照)

(6) ひずみ硬化のき裂材の J積分による近似解法H さらに一般性をもたせるため

に.式 (6・1)で表されるひずみ硬化を伴う蝉塑性性体のき裂材に対する Hutchinson"の

解法を紹介しようt. いま，図 6・14(a)に示したように無限体中のき製先端に原点をもっ

r， 0座擦を考え，まず塑性平面応力状態における近以解を求める.応力のつり合い式 (6・

15)は，Airyの応力関激 X=x(r.O)，すなわち

Ur =.l.. ~X + -l.-~'_~ 
， r or . r' oO" σ。=~.~ 1 

一志"1
(6・31)

者
を周れば満足される.盟性平面応力状態における相当応力は， 式 (6・6)の第1式での=

'T，r=τロ=0とおくことにより

σ，=(σ，'+σ♂-u，σd + 3r ，d') 1/' (6・32)

f ひずみ硬化のき軍基材のき裂先織の塑性特異場は， Rice'>や HUlchinsonら1，10，11)の研究に負うと

ころが大きい.
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型

R=I.98 

舟

↓ 
P 

(a)すべり線場

(b)純応カ分布

z 

図 6・16 き却先端が半円形にt4!化した平面ひずみ引張におけるリガメ ント都の (a)すべ
り線局と (b)軌応力分布 (b/p孟e7t/!_}の場合)(Ricel>の指適に基づく)

で与えられ，全ひずみー応力関係式は式 (6・1)と (6・8)から次式で与えられる.

εEr =→去(ω仏トσ吟ar-一川+寸会(怯去)口(11ft…/刈n
1 _〆，縛.、<1〆，凋‘l-'/ 1 、t
句=吉(ωσd-一凶叫，)+圭lげ7土) ¥いσd-一言6吟，) パi (6・33)

T，ð 一 1+ν -ト._;_~ a(σ<7， ¥'.ν〆川n川3ト-'_. I 
-2-一一吉-，，8' 2 E¥ <7，. ) ‘，8 J 

ただし，E=2G(1+ν) の関係式を用いた.また，全ひずみの適合条件式は次式で与えられ

る.

(6・34)!. L(~..\ .l. _I_ o'.， _ .!..E.!L...__1_ __O_r 見守介~ ~_!l (r句)++τ宏一一 一一T 一一(r」工ι)=or2 v ..，. r2 ao' r or r' or ¥. OO J 
式 (6・33)を式 (6・34)に代入すると，応力関数 Xの4階偏導関数を含む複雑な非線形

偏微分方程式が得られる.

き裂先錨のある大きさの領綬における解 Z を求めるには，かなり繁雑な計算を必要とす

るが，しかし 6・2(5)同様r→Oを考えれば， 解を級数展開したときの主要部(特異点を

もっ展開項)は次式によって十分近以できる'l，

χ=σ"K.r'x(O) (6・35)

6・2 単純引張りを受けるき裂材の銀役応力 ・ひずみの近似解法 211 

ここで.K. I土非線形3単位応力鉱大係数，sはこれから求めようとする係数，i.(0)は Oの

みの関数で上述の4階偏微分方程式を満足する.6・2(5)において u.は r→Oにおいて
l/rの形の特異性をもつことを指摘した.他方，応力成分が rtの形をとるので(式 (6・

35)を式 (6・31)に代入して).塑i生ひずみ成分は式 (6・33)の右辺第2項より) rJ:/" の

形をもっ. したがって. (んに関する r のベき数の比較から k+(k/n) = -1.すなわち k=

-l/[(l/n)+りとなる.このとき，たとえば式 (6・35)による応力成分は r'-1:=〆の形

の特異性をもつので，結局

s = k +2=[-1/(士+1)J+ベ;+1)/(士+1)
となることが容易にわかる. このようにして，き裂先端近傍の各応力成分および相当応力

は， 式 (6・35)を式 (6・31)に代入することにより，次式によって表される1)

σr=σ"K.r'-2[sx (0) + iぺ0)]=a..K.r-n，(n+lliJr(O) 

ad=a..K.r'-2s(s-I)i(0) =aμK.r-n/(n+l)iJd (0) 

τ，d=σ"K.r日 (l-s)X'(O)=σ，sKtlr-nl何 +I)T，d(O) I 

の=σ"K.r'-2iJ.(0)=σlI.Kor-n/(rH 日 (iJr2+iJd2-iJ，iJd+3rrd中12 J 

ただし.'=o/oO. "=♂/ao'であり，また

(6・36a) 

iJr(O) =SX(O)+Xぺ0)， iJd(O)=s(s-l)X(O). t-，d(O) = (1-s)X' (0) (6・36b) 

はいずれも 0のみの関数で無次元盆である.塑性ひずみ成分は式 (6・33)の右辺第2項に

式 (6・36a)を代入して求めることができ，同様にして変位成分も求めることができるII

すなわち

および

ここで

Er'=αεμ(K.) I/nr-lI(n+lltr"(O) =aE..K 

句P=aE.，(K.)附 r-'パ川IltdP(O)=aε•，K，r-I/(川口tðP(O)

TrdP/2=aE，，(K.)νnr-I/(附 Il[TrdP(0)/2]=aE.，K，

Ur =at...K，rn/(nφ九r(O). uo=aE.，K，rnパ川 2切 (0)

が(0)= (iJ.)…や，-~ iJd). ldP(O) = (iJ.) (11ft 

w立0)=立(iJ.)<l/nl・'t-rd
2 2 

(6・37)

(6・38)

である.また，非線形聖単位応力鉱大係数 K.と同ひずみ鉱大係数 K.との聞には次式の関係

がある.l

K.=(K.)"n (6・39)
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(6・45)

6・2 単純引張りを受けるき裂材の塑1生応力・ひずみの近{以南下法

ff=(合)ι(子長， n) 

す=α(号)九(子長， n) 

zft=α(号)undr(7bn)
この場合 Jの積分値およびき裂長さ中央部の CODoは次のようになる川.

、、ts''
の
坂
力
裂
応
き
蘭
央
平
中
r
r
f
t

、、

、It----11aE〉
l
i
l
-
-
E
I
-
-
，J

ν』
シ

』

な

な

など

~…(~合去)γ口O/nω…ノ刈川n川》

s何=司a邸向ωε匂如t，sa肘凶s岬a(匂含)γυ川勺π"d (伶長品，11サ) 
ここで，Jおよび bはそれぞれ無次元震を表し，それらは引張応力向に無関係で，無次元

化パラメータ a/Wおよびひずみ硬化指数 nのみに依存する.

塑性平面ひずみ状態に対する応力関係 zの支配方程式は平田応力状態より複雑になるが，

それから得られる結果のみを示せば以下のとおりである，) すなわち，平面ひずみに対する

相当応力的は，式 (6・6)の第。1式に

(6・46)

τ8，='1"，，=0 σ，=き(σr+σρ

の=[そ(σvーσ6)'+3.斗n
となり，これを用いるとき式 (6・36)-(6・38)は平面ひずみの場合にも成り立つ.ただ

し，この場合，

主ι=~ (d，)(Iノ叫・1子
2 2 

ザ=ーが=ミ(u，)日〆n)-'(δパ ρ

である.式 (6・44a)に対応する平面ひずみに対する非線形鱒性応力鉱大係数 Kdと同ひ

ずみ鉱大係数 Kε は次式のようになるII

f>r(l-，}) 1ft/("+日
K.=(K，)" =1乙ヲI"I J (品)2n/<n

ここで， 1は式 (6・41)で与えられるとおりである.

応力関数zを式 (6・35)の形で表すとき，関数日8)は上述のH皆儒導関数を合む非線、

形微分方程式の解で与えられるが，'i.(8)を求めることは繁雑であるのでここでは述べない.

境界条件についてのみ示せば，き裂上，下面 (8=土π)でσd，'1"，0=0よりi(土π)=i'(土π)

=0，さらにき裂まわりの応力場は 0=0に関して対折、であるから，X(O)は偶対称となって

i'(O) =γ'(0) =0である.i(O)， 'i.'(O)および'i."(8)が求まれば，無次元化した応力成分

が求まる.図 6・17(a) と (b)は塑性平面ひずみ状態における応力成分の角 Oによる変

(6・44b) 

(平函ひずみの無限体)

6'世非線形ij!U理カ学の理鎗

式 (6・39)に示した K，とK.は J積分値と結びつけることができる.すなわち，

6・14(b)に示した経路 れに沿う J積分値 J，とr，に沿うそれんとは等価であるが.
経路 r，をE単位域にとるとき，塑性援にとられた経路 れに沿う J，の値は容易に求めるこ
とができる.ここで，れは盟i生成にとられるので， 塑性応力とそのひずみについて計算す

れば十分である.式 (6・27a)における u.pは，式 (6・6)の第3式，式 (6・1)および
式 (6・36a)の第4式より，

図

212 

仇u.p寸一d仇配んε♂
p

=可町σ内，肘g以 K門 ..(オT)(か…
となる.したがって，式 (6・27a)の後積分表示式の第1項にu.pを，第 2，3項に式(6・
36)-(6・39)を代入することによって J，をう る.すなわち

J，=a σ 肘凶ε肝(K.)<lI 
=aσ内U肘s向ε知U肘.K.K，! (6・40)

1 = r: {( Tわ)(<1，)(1/山'cos0 -sin 0 [ι(ud-努)
一川

ただし

を代入して

ここで.1は無次元:fil:である.また.r Iま長さの単位をもつので，(K.)口ノ徳川および (K，)n+'

はともに長さの単位をもつが.rをき裂学長 aなどで然次元化すれば，K.および K，はと

もに祭次元金(・の記号をつける)となり，

J，=au.向 .a(K.)日向l+'!=ασ，.E，.a(Kε)"+'1
=aσ，.E，.aK.K，1 

(6・41)

(6・42)

で表される.他方.J.の値は線、形E首位計算から容易と求まり

J，=iEdi=旦 (Ua)こ=u.，E.，a>r(~ i' ) 
‘ E E v，円山“¥σ1') ~ 

(6・43)
=aJsE"aπ(uω)' 

となる.したがって，式 (6・42)と式 (6・43)を等位すれば次式をうるII

(6・448) 

Ht. 

(平面応力の無限板)

このようにして塑性平面応力状態における非線形郵性応力鉱大係数が求まる.ここで，

式 (6・41)に示したとおりである.

ι=(ι)" =(す)…(u・)2nICn+t)

式 (6・36)-(6・38)の関係式は無限体のき裂材に対するものであるが， これらは有限幅

2Wをもっ中央き裂平板(き裂・長さ 2a)に対しても形式的に鉱張できる11) すなわち
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π=0 
(関完全箆性)

31T/4 IT 

(a) (b) (c) 

図 6・17 単純引張を受ける平面ひずみ私;悠における弱im性および刻完全塑性
の無線体のき裂先錨近傍の各応力成分のOによる変化り

化を式 (6・36b)から Hutchinsonl)が計算した結果を示し， ひずみ硬化の比較的小さい

11 = 1/13の場合は，図 (c)に示す剛完全塑性体に対するすべり銭湯から求めた結果t(応

力成分は図 6・9(c)に示したとおり)と大差のないことがわかる叩.このことは，ひずみ

硬化の比較的小さい場合，剛完全塑性解で充分代用できることを示している.

以上の解析から以下のことがわかる.

(1) ひずみ硬化のき裂材の非線形郊性応力拡大係数 K.および同ひずみ拡大係数 K.は

平商応力状態については式 (6・44a)，平面ひずみ状態については式 (6・44b) のように

表わされる.

( 2) ひずみ硬化指数nの比較的小さい場合のき裂先端近傍の塑性応力場は，剛完全塑性

体に対する解と大差がない.

6・3 大規模降伏を伴う静的破壊強度

(1) 大規模降伏を伴う破壊のクライテリア 線形務性体において，応力鉱大係数Kは

き裂先端前方の応力とひずみ場を特性づけるものであり，またき裂成長についやされるエネ

ルギを特性づけるものである. したがって，K の限界値すなわち材料の破撲初性 K，は線
形碕i性体の磁波開始を決める力学量のーっとして用いることができ，すでに平面ひずみ磁波

初性 (K1，)試験法ttも作成されている.小規模降伏においても，このような K 値のもつ特

性は保有されると考えられ同様の取扱いができる.しかしながら，大規模降伏ではこのよう

なわけにはゆかない.いままでに磁唆力学の立場から，大規模降伏を伴う破草壁クライテリア

のいくつかが提案されてきたが，いまのところ，J積分の限界値 J，あるいは CTODの限

T 有限主要禁法による数値計算結果もあり，それはすべり級場による結果とよく一致する12)

↑t A5TM， E 399-72 (米国);B51， Draft for Development， No. 3 (1971) (英国)がある.
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界値 o，tを採用するクライテリアが最も普通である.その理由は，すでに 6・2(5)で述

べたJ積分のもつ力学特性のほかに，以下に述べるJ積分値の物理的意味によるものと思わ

れる.

(2) J，クライテリアの物理的意味14.15) 金属材料の塑性変形は，その構成原子聞の

すべり (slip)に基づくものであり，それによって格子欠陥 (latticedefect)の発生!哲滅

および移動で代表される材料の構造変化が起こる.また，塑性変形の進行に伴って給E品内に

はさまざまな不均質点を生み出す.

Eshelby'"によれば，非部俊体中のある領威内のすべての特異点および不均質点に{動く合

力ベクトノレ F，たとえば z百平面における z成分 F:.は式 (6・26)と全く同じ形式の積

分で示されることがわかっている.この積分{直は，特異点あるいは不均質点さえi曽滅しなけ

れば，図み rを変化させても変わらず，したがって積分経路にIt独立であるtt. いま，不均

質点として図6・18日，14)に示すような刃状転位(線欠陥である転位の中で，転位線とバーガ

ー久・ベクトル bの方向が直角をなす成分)が xy座標の原点で縫積している場合を考え

ると.その固着転{立に働く力は式 (6・26)と類似の線積分によって求めることができる.た

だし，rは固着転位のみを図む経路である. ここで，rを可動転位を含む経路 れ で置き
換えてみると，可動転位のカの場は零であるから，経路九に対する積分値は経路 F に対

するそれと何ら変わらないはずである. したがって，連続に分布する転位 (continuously

distributed dislocations)の場に加えられるカは，堆積転位竹Tの先端を図む経路に対する J

積分値によって与えられることがわかる. また，図6・1914)に示すよ うに，き裂内に転{立を

堆積していると考え(このようにき裂内の仮想的な転位をき裂転位という)， き裂先端 にお

けるき裂による特異点とき裂転位の准績による特異点とが等しいと仮定すると，き裂進展カ

(crack extension force)は耳主演したき裂転位のもつ合力に等しくなり，図 6・19の Fま

盟

% 

図6・18転{立の推積のJ積分13，1叫

r 

図 6・19 き裂転位の他mとJ積分u，
(き製転位はき裂が関口
するように配列)

t CTOD試験法として，たとえば B51，Draft for Development， No. 19 (1972) (英国)があ

る.

↑T実際には，き裂先端での転位密度{あるいは不均質点の量生)がそのまわりよりも大きくなるの

で，図み F によって変化する14'

竹T 図6・18の推積転位は一個の転位の記号で曾いてあるが，実際には数多い転位苦手を形成する
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わりのJ積分値を求めることと等価である.なお，線形郊性体では，ひずみエネルギ解放率

あるいはき裂進展カgはJ積分に等しい (2)'誌の2・14節を参照).

Eshelbyの意味において，J積分は事官塑性体中のき裂の生成とそれに直接関与する塑性

域の生成に資されるポテンシャルエネルギを用いて次式で表される.

lJ δU¥ =示ーが (MJ/m'，MN/m) (6・47)

ここで，aはき裂長さ，BはE式験片厚さである.いま， Vitekと Chel1'臼にしたがってT

を新しく単位面積のき裂面をつくるに必要なエネルギとすると駁収金エネルギは

B J:2rd♂ raB 

となる.ただし rは aに無関係と仮定し，また2をつけたのはき裂の上，下函を考えるか

らである.したがって，入力された全エネルギは次式のようになる.

E=2raB-BJ:Jda (MJ， MN'm) 

Eの最大値は，dElda=Oすなわち上式から

J=J<=2r (MJ/m'， MN/m) 

(6・48)

(6・49)

のとき生ずる山. これは脆性磁mに対するグリフィス (Gri侃th)の式と向じ形式になる.
一度き裂が成長し始めると，~位 da はもはや平衡な変位でないので， Jdaはそのエネルギ

的意味がなくなるだろう.その意味では，J<クライテリアは，もともと，き裂材の小規模

あるいは大規模降伏を伴う磁波の開始条件 J，<を与えるものである.ここで注意すべきこと

は， 盟性域の増大についやされるエネルギの中には新しくき裂面をつくるに必要なエネルギ

Tを含まないことである.以上のことより J，<クライテリアは以下の仮定に蕊づくものであ

るといえる山.

( 1 ) r ti.材料定数である. 式 (6・49)は同ーのメカユズムの磁波が任意の条件下で起

こりうることを意味し，原理的に，そのことは正しい.しかし，き裂先端の塑性状態の途い

によって磁波のメカニズムも変わり，その結果 J，<値が変化することはありうる.

(2) き裂による塑性変形と， き裂によらない塑性変形との問に関連はない. このこと

は， き裂によらない盤性変形はJ積分からと り除く必要のあることを意味する.しかし，笑

際にはこのような分離が明確でない場合が多いので， 実験的に求められる J，<他は必ずしも

一定でない.

(3 ) ポテソシャルエネルギ ーJ:Jda は麟過程のみについやされる この仮定によ

って，たとえば図6・20仰に示すよ うに，引張荷重 P-foi重点変位 dとの突験的関係図から

作図的にJ値を求めることができる.ただし， この場合， き裂による荷1li点変位L1cr&clr.が

CTODの催。にできるだけ近づくような紋験片形状を選ぶ必要がある (6・3(3)多照). 
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荷量P a，く町く向

P al 

a1 

r=> Q， 

d 

(a) 

JI J 一一a(U/B) 
-- aa 

牛コ
αz 

d 。UI O! 0， a 
(c) 

図6・20 J.fi't分値を一巡の P-tI線図から dの関数と して作図的に求める方法1臼

もし(3)の仮定が満足されない場合は，式 (6・48)でEを最大にするような一定の J値

すなわち J1<を決めることができない.典形的な例として， ~11!前のすべりステップの形成

(図6・10(b)参照)によってき裂のない物体表面まですべり分離 (s)ipoff)を起こす場合

がそうである.

(4 ) エネルギ式 (6 ・ 49) はき裂材の大規模降伏を伴う ~ll慢が開始するための必要かつ十

分条件である.

J積分値の簡易計算法がいくつか提案されているごーそ五ら{主深いき裂材の_f-L1絞図上の
/' r 一一点からJ値を求めるもので，式 (6・47)(に U4=Jケ'dL1， U，=-[LldPを代内てか

得られる次式を用μる.wァ一一一一ー一一~ --討..-/

r11 / ':ln、 1 r'P / 雪 A、 、、
0) 

ここで.添字寸古.rrrPはそれぞt.L-Ll=-笠，-P三一安全青島味寸る.~ぺつかの具体例を

以下に示す.

【例題 6・2J 単純引iJlりを受ける両側き~ (DECT)獄験片および中央き霊a(CCT)飲験片(図6・
21)のJ値を求めよ.

iyl f- 三(，JJf 
，(， 
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P， J P， J 

(-1&厚B)

P， iJ P， .:. 
図 6・21 単純引授を受ける深いき裂含有する雨

側き裂 (DECT)賦験片と中央き裂
(CCT)飲験片

〔解〕 訳験片の荷量点での変位 dを

iJ=elU・...，/elP=(elU.. c..coJellつ+(elU...，./iJP) 
=s同C'Ut，，+.dcttck あるいは .dcl'"ic+.d'1叫 k

P， J 

P， J 

図 6・22単純号I~を受
ける環状切欠
き丸.w依験片

とおく.ここで，s'Io，，'c=bh (P/b) (hは P/bの関数)とおくと，式 (6・50)と部分積分法を用いて，

単位厚さ当たりの J値l土次式となるl1l

J=J.+J:(-海山)〆P=g+tJ:[p(場出).-iJ山山]dP

=g+ 士[(Ps.，...，，): -J: s.""，c dP 一jに:d仏.，山川，.
=g+士(ο21:'川CPdiJ，lu山一p・d川

ここで

(6・51)t

iJs.，旦 1三-_L 1. ( _L ¥ _ J.f _P__ ¥ーよrT> (iJs.Io"'，¥ _ A.  .1 
~一一-b-" ¥-，;-r "¥-b-;-b l' ¥づp )，- ""， .h~t icJ 

の関係E止を用いた.また.gはエネルギ解放率であり'.g=J.である.則完全塑性体の場合は， 式 (6・
51)より g=O.P=PL=一定とおいて J=(PLt1/b)となる川.ここで，PLは降伏点筒mであり，s= 
Apl"'It である.CCT 鼠験片の場合も式 (6・51)が成り立つ.

【例題 6・3】 単純引'lJI}りを受ける深い環状切欠き丸線材{図 6・22)の J値を求めま.

〔島幸) t1，，，，.=rg(Pl〆)(gは P/r2の関数}とおくと，【例題 6・2]と同様の方法により，J他は次
式のようになる川.

(1'1 flß.....\ ，~ J 1~(J"oc. ~ .. ~ . ¥ 
J=~一"... ¥ ( _"U~"些 )dP=""""":ーァ (3 1 Pds"".-Ps，山‘l

~;rr" J。、。r J ~rrr'" 、 JO ----/ 

附完全鐙性体の場合は，P=PL=一定とおいて J=(PLs)/trr'

=Uoe，Jとなる1.，

【例題 6・4] 単純凶げを受ける深いき裂をもっ角隊(図 6・

23)の J値を求めよ.

〔解〕 き裂底でき訟による回転免 O，..，.=f(M/b')ぴは M/

がの関数)とおくと.さきと同僚にして単位J事さ当たりのJ値

(6・52)

何~)M
図 6・23 純幽げを受ける深い片側

切欠きみぞを有する角嫁
銭験片

T 式 .(6 ・ 51) で ðcr •ck を用いると線形様性のとき J恒等的に零となりそれを ß"叫の寄与ーとする

と不合理であるので d仰山を用いる.
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は次式のようになる町.

あるいは

d
 
M
 

2
7
 

M
 
d
 

ん
す

J
 

(6・53)

J =-?-f白川 ー=-Jlo pddeg・，.

ここで.ðcr•ck はき裂底でのき裂による変位(たわみ)である.式 (6 ・ 53) は深い切欠きをもっ 3 点曲

げ~堅金片やコンパタトテソション (CT) 玖験片Tに適用できる.ただし， 3点幽げ試験片の湯合の切欠き

深さは.少くとも計算される鐙位緩がき裂先鑓前方のリガメント部 bに十分制限されるようなものでな

ければならない.この場合の t1.. 口叫はLlcr~ck に比べてかなりの盆となるので， それを式 (6・53)か
らJ値を計算する際取り除く必要がある.

一本の深いき裂を有する CT試験片(図 6・24)による簡易決定法も挺祭されている山.

この場合，き裂E底までの回転角8=(ο16/EB)[M/パ(W一aω)
EB)/(W一a心)!となるから，d.l=(-32/EB)[(W-a)-'(da)Jより

da= W~a{ d_J. ia{ !'_ i a=一τ"""，づー)g，w ) (6・54)

の関係式をうる叩. ここで，(dJ./J.)はコンブライアγスの相対変化.g(a/W)の試験片級

W による修正係数で表 6・2山の値をとる.したがって.一本の CTIit験片を負荷の途中

で少し除荷し，除荷時の弾性直線のこう配の変化を測定して式 (6・54)から daを求める.

除荷による実験誤差は， 除荷時のき裂先端の塑性成寸法 Rが CTODの位。に比べて小さ

くなるので，約lO%程度の除荷ではほとんどないとみてよい1肘.したがって，J値は

eJa 

より求まる.

表 6・2 q(a/W)の他国3

a/日/ g(a/W} 

0.5 0.808 

0.6 0.872 

0.7 0.891 

0.8 O.鈎6

(篠原B) 0.9 0.934 

図 6・24 ョγパクトテンショ γ(CT) 1.0 1.αm 
叙験片

(3) J，.の実験的な求め方20) J ，. !1ライテ リアの利点、は，特異点の解がわからなく
ても，き裂先線近傍の禅塑性挙動さえわかれば，J値がかなり正磁に計算できることである.

また，他の利点は大規模降伏や全断面降伏にも適用できることである.しかし， J，.!1ライ
テリアには次のような限界がある.すなわちJ積分が 2次元(平函)で定義される以上，そ

T 正確には輸カの効果を考える必要がある.
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表 6 ・ 3 暫定的な J" 紋験法の~.点20)

|鉱験片 |

[(}抑制…ゆるは点的げ徳一一
(2) 鼠験片は a/Wo:0.6の深い切欠きをもっ.
(3) すべての紋験片は，予想される限界荷lIiの 1/2以下および K副 ./Eく0.05mm川の最大
初lIi下でE互労き裂をあらかじめ入れる.

(4 ) 同一きZ延長さの 4-6個の訟験片を用意する.

|紋験装匠 |[(i) 価一号ι…一…ニリヂ一一Fトげ一-寸引を机もいつ
(2) r.初~iI盆Ii:-荷震点E変E位をz毘E録する X-yνコ-ダ

(3幻) き裂先端をマ-!lする装E
{4) き~成長を測定する装置

|獄験方法 |

[() 図 (a)問ように異なる附る Pーによって求める の場
合，Pの一点はー獄験片について求める.

(2) 各航験片を除術し，き裂をマークする.

(3) 氏験片を引裂き，き裂成長を測定する.き裂成長はその最大点で測定し.1if.労き裂からマ

-F向指までのすべてのき裂を含むものとする〔図 (b)傘照).

|デ - !1解析 |

(1) J値を荷1li:-荷lli点pr位幽緩から J=2A/bBを用いて計算する. ここで.Ali負荷点主
での曲線の面積【図 (a)のハッチ部分).bは主主労き裂先捌から測ったき裂の入っていな

いリガメ Yトであり.BI主~金片J事きである.

(2) J-da尚喜車をプロットする〔図 (c)良昭l).

( 3) 直線 J=2D/1...(da)をひく【図 (CI)重量照)."11・_=σ..+(σ8/2) とする. ただし.I1s 
は引張強度である.

(4) J-da曲線を実耽点を通るようにひく〔図 (d)診照).この湯合，実際にき夜成長の起こ

った実験ム点のみを巡る曲線とする.

(5) J" J点を (3)と (4)の交点として求める〔図 (d)重量照0.

|鋲験片寸法 |

[{i) JJISJ計算する
(2) a. B. bを J，，/，σ/lou，と比絞する〔α=寸法/(J/σI/Ow))'
(3) αが 25より大きいとき適切な訳験片寸法とm知する.

れは平函ひずみあるいは平函応力状態に限定されることである.モード 1 (関口型)に対す

る J，cタライテリアは，主として平面ひずみ状態，たとえば
a，b.Bミa(J，，/σμ) (αキ50"') (6・55)

の条件を満たすat.、験片が望ましいとされている.ここで a.b.Bはそれぞれき裂半長.リガ

メント傾および気験片厚さである.式 (6・55)は.銭形空事性体に対する磁波靭性 (K，c)試
~，方法を大鋭校ー降伏の場合へ拡渡したものとみなされる.式 (6 ・ 55) で J/σ" を用いるの
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q 
白 裂

初盛点~位 d t式~1't・破而

(a) 
(b) 

ι 
J 

。

ぐコ 。
J'c L _L-心~ 。

。
き裂~さの変化 da き裂長さの~{じ da

(d) (c) 

図 6・25暫定的な J" 試験方法の図解剖(悶 (a)のハッチング部

分て弓断性除符による面積を差引いてはならない)

は，それが CTODとほぼ一次で結びつけられ. CTODが試験片の幾何形状に半ば比例す

るので.J/σ，.を~岐に関与する寸法i岐を表す寸法パラメ ータとして使用できるからである .

J ， c タライテリアには種々な制限があるが，いまのところ大規模降伏や企I~r雨降伏を'*う

磁l裂の閲始条件を定める実際的な方法として普及されつつある.こ こでは，材料のJ"を求

めるための Landes壬Zひ・ Begleytによる努定試験法として提案されているもの (ASTM
の推奨然験法としてi抑備中)を図 6・2520)および愛 6・320>に示す.

演習問題

【6・1】 平面ひずみにおける剛完全塑性の中央き裂材について，その汚水圧応カ ρ{正他)がせん断降

伏応力 kに等しいのに対して，深いき裂をもっ両側き裂材の p(正値)はその約 4.1{告に上昇する.そ

の原因と意味を考えよ.ただし.き裂材は無限体とする.

t J" 紋験法についてはLandes. Begley， Logsdonらの米国ウェλチングハウ九社におけるif

ヲe'ト:J)~こft うところが大きい.
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【6・2] 深いき裂をもっ剛完全鐙性の両側き裂材について，平面応力と平函ひずみにおけるき裂先鑓

での塑性降伏の栂逸点をあげよ.

【6・3】 切欠き先織がま~ffi p=o/2の半円形をなす，深い両側き裂を有する剛完全録性のき裂材の平函

ひずみ引張における降伏点荷盤 PL ， 拘束係教 L， 正味断面応力 qD~t および応力広大 Q をそれぞれ求

めよ.ただし，無限体とする.

【6・4] 【6・3]で.き裂先鎚半径 pが無限に小さくなるときの各値を求めよ.

【6・5] 【6・3]の解を有限価 2Wの丙側き裂材に適用する場合の適用範図を検討せよ.

【6・6] 【6・3]の拘束係数 Lの下界を平面応力について求めよ2-'>.

【6・7] 【6・6]で，き裂先鎗半径 pが無限に小さくなったときの拘束係絵 Lを求めよ.

【6・8】 曲げを受ける鋭い切欠きを有する平蔚応カ状1I.!lにおける剛完全塑性の切欠き叡の拘束係数 L

を求めよ24).
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7章 延性破壊および高温強度

本意では，非線形破線力学の強度性質への具体的.ttJflとして，金属材料の延性彼自慢および高温Fりー

プ破~と高温æt.労について述べる. 微小空洞の発生.成長，合体を経て起こるといわれている金属材料

の延性磁器震については， これらの過程を単純化したモデルによる初期のカ学理鈴を通じて基礎的な考え

方を鋭明する. また， 高温タリーブ~耳障と高温JiJi.労については，低延性あるいは高延性のき裂材の時側

依存型き裂成長とタリープ織での繰返しi散依存型き裂に対する磁波力学的バラメータの適用について述

べる.

7・1 延性破壊に関する力学理論とその破壊力学的取掻い

(1) 金属材料の延性滋寝の特徴 延性被害喜 (ductilefracture)の定訟は厳密にはむつ

かしいが，ここでは脆性滋綾に対比して，磁波が起こるまでに大続税降伏や全面降伏を伴う

破様であるとしておく .金属材料の延性破話題は，結晶努関商での原子問結合が破れる努閲磁

波 (3 :1;l~照)とは対照的に，結晶すべりに起因するものであり，せん断応力が1重要な役割

を果たす.結晶すべりによって破断 (rupture)する場合の匡観的磁断形態はほぼこ組頭に分

類され，一つはすべり分離 (図 6・10(b)怠照)であり，他の一つはディンプル (dimple)

磁獲である.電子顕微鏡によるフラクトグラフィ (磁面解析)1)の研究によれば，延性政面

の多くはディ γフ・ルと呼ばれるくぼみの述6eから成り，多くの場合くぼみの中に介在物など

の第二相 (secondphase)を含んでいる.ディンフ・ルの生成機構を図 7・1"に示す. くぼみ

形状は図 (a)のように霊直応力のときは円形に近く.いわゆる等斡ディ ンブ11.-(equi-axial 

dimple) となり，図 (b)のようにせん断応力あるいは図(けのように引裂き応力 (tear

stress)による湯合は， 引き伸ばされた形のディンプル (elongateddimple) となる(図 7・

22)). ちなみに，図 7・3に示す静的号|張依験における延性政l切によくみられるカップ・コ

ーン (cupand cone)形の磁函のカップ中央部の繊維状破函 (fibrousfracture surface)に

は図 7・1(a)の形式のディγフ・Jレが，また周辺部のせん断破函 (shearrracture surfacc) 

には図 (b)あるいは (c)形式のディンプルが現れる.このように，敏郎のディ γ フ・ルの

形をみて負荷応力の種類を知ることもできる.

ディンプルの形成過程については多くの研究があり，第二相を起点としてその周辺に塑性
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2耳E 線型破草書カ学の望u命

【2・1】点引での応力は， 2・11(1)で a-b=cを一定にしてき裂長さおを十分大きくした渇合

の点 :=a+z，における応力に等しい.Z" K，は，式 (2・141)，(2・143a)で b=a-c，:=a+zlと
おき a→∞として得られる.

J c " __ t" r， "， ， _ 2 P z，τ背任・ K，= ll~_[ (め)ふ.-'=7宗

【2・2] き裂がないと考えた渇合，点 (0，b)に集中力 (0，p)が作用すれば， き~~面上にあたる 3 点

(乙 O)(-aくfくめには.ι=の=0， τ•，=(P/2π)[(.<-I)/(.<+1))[1/(bーの]の応力が生じている.し

たがって，この問題はき裂上函にz方向の分布カ q(f)= (P/2π) [(.<-1)/(.<+1) ][1/(b-mが作用しき

裂下面に逆向きの分布力一q(りが作用する問問と同じである.例題 [2・4]と同僚にして

P .<-II/b+o .¥ IV'  P .<-11. /b-、
(K.).=η宮古i-h'宏子1)， (K.)_.=刃 宮古Hl一、/耳切

【2・3】 前問と同僚に考えれば，:=bに集中モーメYトMが作用すると，x制l上 (O，f)1-a<;<aに

は す岬=(-M/2π)1/(b-f)'， <1.=内=0の応力が生じ，したがって問題はき裂上商にF方向の分布)J

q(と)= (-M/2π)1/(b-f)2が作用し，き裂下面に逆方向の分布カーq(f)が作用する問題と同じである.

(Ku). _， ..M~， (K.)_. _， ，，-Ma 
2 ';"a(b-a) ';b'-o" '''IJ-' 2';"a(b+o) ';b'-五五

【2・4】【2・2】と【2・3]の結娘のlIi:ね合せより

P .<-11 / b+o • ¥ • -M  
(K.).=η古1TL去を-1)+2 I"o(b-'~)-';bl 0; 

ここで，b-o=cを一定にして a→∞とすれば半無限き裂の応力以大係数が得られる.
1 1.<-1 ~ M¥  

K. = lim [(K u).)....，=一ー圃{一一一P一一ーl
a・ 幡 、121<c'.<+1 - 2c I 

【2・5] :=%1 での応力は， 図 2 ・ 36 で W-2o=2b を一定にしてき~H是さ 20 を十分大き〈した場合

の %=0+b+:，=("，/2)+引での応力に等しい.したがって，式 (2・1(8)，(2・150)で W向 =pを一

定にして 0=(W/2)-b，:=(W/2)+%，として，W→∞として得られる.

z，パ巾伽(令何昨z町1

一 P.lc+6 ヤ【2・6】 式 (2・140b)を用いて (K')-b=--7-，.ザモモそ， ...こでcを -cで置き換えれば
ザπb' C-IJ 

P /c-b 
(K，h=マ;i;J訂ま
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【2・7] 式 (2・140b)を用いて

Ko=soV H tanh(号)

【2・8] き裂商mA=ab. "':/プライアYス 1=8a'/Ebh'(=2，，/1つ.(dl/dA) = (1/b)(dllda)を考
慮して

g=号法(弱サ=装宗

【2・9] 式 (2. 140 a )より山一j(ん)・4器(詰-j-.j諮)が得られ，したがって
(K.)・寸言(Q5十+pJ吾).(ん)・寸古(-p去十+QJ吾)

《が1早川凶)_..(Kn)_. 11 

3章脆性破袋

【3・1】 降伏応カ σ" として耐力 σ0・2をとると.4∞Kでは 340=680(B+0.002)0..より B=0.248
で，このときの磁波応力は σ/=680(0.248+0.24)0.>=475MN/m'である. 3∞K におけ る σ"は
392.6MN/m'で， この温度では 392.6=680(B+0. 002)0.5より B=0.331.りは温度に無関係である

から 3∞Kでは 4;5=680(0.331+f)o.5より ε=0.16をうる.
15xlO・xO.15x10-. 

【3・2] 式 (3.5)より ι=、/"'，...I. v"'C!̂ ~~: ~~I~ I.V =5. 18x l()l MN/m雲寺E/9.7
y 2Sx 10・'0

【3 ・ 3】 E単位ひずみエネルギは ~.;/2G であるからり=G/3872T

【3・4] 板を無限援とみなすとり=K.，/./"Mであるから.2a=2mmのと きのりはり=892.1

MN/m'となる.また2a=10mmになると <1f=398.9MN/m'となり， ゆえに <1fは 493.2MN/m' 

(ま"155%)低下する.

【3・5] -50・C における g.，は g.，=(5.1-3x.1. 36) x10・'=1.02x 10・'MN/mとなり， σf= 

K.，/./"aと式 (3・52)より σ/=377.8MN/m'となる.

【3・6】 座傑変革亀式を用いて計算を行えばよい.

( =!(+)+?(ー)糾 20

<1.=*(<1.+σ，)ーす(σz-<1.)cos 20-r.， sio 20 

T，.=1'(σ，ーσz)sin 20+T.， cos 20 

【3・7] 省略

【3・5] Airyの応力関数世より-8i座僚における応力成分を求める公式を用いて

(山+[()]去D4
_ (J'q， _ (J 
<1， =-;rrr =京[ーD(ln川 )]siaO=-D4 ι

o (1 O!静¥=-.1
-T，，=-37b 百 )=--f，:(一DIn r cos O)=D竺ι
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【3・9) 式 (3・33)において凶/2とすれば円+V写引山(ただし円砺，で

一定値)となり，これに数値を代入して k=3.28 MN/m'/丸 町=196.6 MN/m'をうる・ これより九=

930.1 MN/m' 

【3・10] 降釦芯力として σ。.，をとると 6刷 =201.2 MN/m'. ~~靭性 g， は弐 (3・56)より g，=
0.0966 MN/m=96.6 kJ/m' 

4章疲労破 壕

【4・1) 省略

【4・2】 完全両綴りの場合 R=ー1.dK=Km...完全片振りの場合 R=O.dK=K..../2であるから

(l) Formanらの式によれば

(_tiE_¥ _2・・'CKm，，' ( da ¥ CKM'" A.~_I da 、
ロ万J....._，-j(戸支Z7・¥. ([N) R.O =-X戸支=7=r-"はf;r)R・-.

'. (合)R._.!(合)M=2刊

( 2 ) Roberts-Erdoganの式によれば.R=ー1で s=O..dK'=.dK/2=K刷引 R=Oで s=I.dK' 

=K副 ./2なることを考慮して

(ぬ) =BKJSH23
alV IR・・2

(会)J44きBKr:r.u..ZC…=れ(合)R・4

ぺdb)R・・.!(合)M=4・，
(3) Elberの式によれば

(会)ぃ=印 2K..・ゎ

:. (表t._.!(表t.O=(tY
【4・3] 圧縮応力の作用により grindout効果が生じ..dK.uが地加することによると考えられる.

【4・4] 4・3(3) (c)に述べた評価法より箆労破Z量級位 K/，を求めると

(0.041 x 10・'x6oox2. OG x 10')川与71<K.，( =80) 

より K/，与7lMN/m'を得.これに対応するき裂長さaの値は問題中に示す式より aキ2.1cmとして
求まる.

【4・5】 [4・4】と問機に A材では、(0.041x 10-' x 9∞x2.OGxI0')"'=87.2<K.，(=100). B材では
(0.ω1 x lO-'x 700 x 2. 06 X 10')'12キ76.9>K.，(=70). したがって.A材の場合の疲労磁~靭也は K/，

=87.2 MN/m，J2. B材のそれは K，，=70MN/m'l2となる.
【4・6] A点.B点における応力広大係数の範図は式 (4・47)より，それぞれA点ではdK王寺J歪怒声

キ26.6MN/m3!2. B点では .dKキ84.1MN/m'l2と求まる.

【4・7] まず，式 (4・47)よりストライエーシ.:/間隔Sは.Sキ6(.dK/E)'oc.dK'で与えられ，また
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CODは式 (4・31)，(4・33)から do=(A/Ea，.)dK'民 dK'として与えられることによる.

5章環境強度

【5・1】 板舗の広い CCT良重量片の K，はK，=1.80σ珂 Jすで与えられるので， SCCをおこさない公

害事応力は a.<K，民c/(1.8oJa)より求まり， 173MN/m'となる.また，不安定磁波の公称応カはι=
K，，/(1. 80 J a)より求まり， 550MN/m'となる.

【5・2] 板錨の広い DECT試験片のむはふ=2σ.Jτで与えられるので，それぞれの公祢応力は
156 MN/m'， 495 MN/m'となり，鋲験片形状によってこれらの応力値はかなり災なる.

【5・3) それぞれの公称応力は 354MN/m'， 77R MN/m'となり，これらの値は300Mマルエージソ

グ鈎に比べて高くなる.

【5・4】 式 (5・9)より， d，=C，.C.K'， d， =C，(=IO-' m/s)とおいて.式 (5・11)の積分を行うと次

式をうる.

r ，ー .ρf
t..=~ _ __.~ f __  .，f_五+_ _L _ __~ . T 
.r=C;--τ蕊C，C，<1.Le;;ρ. 06C.<1..，f a吋硫，a.四p2.06Cめ~J向

ここで，a.=50MN/m九a;=5mm，a/=(((，，/2.06a.)'=38mm，後より求まる C，=2.34xlO・"m/s，

C，=1. 64(MN/m町2)-'，C.=1O・‘m/sとおくと， 1，，=16.2 hとなる.

【5・5】 式 (5・10)より， ~盃Il'温度 To[Kj および径窓温度 To+dT(K) における領威Eでの内

の比は次式のようになる.

il， (九+An一一r AEAT 1 
主I(To) -"r L RTo(T.+dT) J 

ここで，R=8. 32 J/mol.K， To=298 K， dT=60 K とおくと約13倍大きくなる.なお，式 (5・10)の

関係は常に成りたつとは限らないので，その取銭いに注意が必要である.たとえば，高張力鋼 H-11錦の

水中およびl∞'%相対温度中で0-85・Cでは同尖が成り立つが，水分が飽和しない場合は 25・C以上の

温度で，温度上昇に伴ぃ da/dlがかえって減少し.式 (5・10)が成り立たない.

【5・6] :;$:文中の図5・28を多照して ぬ=K'ml.+(AKtl2) (1+ sin ωt)とおくと，式 (5・15)の右辺

第 1lJ{1i.J: (da/dい dベC，+Cん o.+(C';2)(dK1)]グとなるから (da/州口一(μ伸Wゐ耐a/州戸伊
+C，K1m副1.+(C，/2勾)(μAK1)]//となり'この式の示す dKIと/の依存性は本文中の図 5・31の実験結果
の傾向と一致する.ここで， ωτ=2π，/=1/すの関係式を用いた.

6:t，!非線形磁壕力学の理論

【6・1】 図6・9，6・10の比較からわかるように，深いき裂をもっ剛完全塑性の両側き裂材のリガメ γ

ト部の直線すべり線級は変形しない創性原であり，拘束係数Lは， ミーゼ^の条件にしたがう場合，L= 

2.97与3となるのに対し，中央き裂材のそれはミ F ゼスの条件にしたがう渇合，L=1.16と小さい.こ

のようにl向者の盟性拘束の大きくなることがpの正値が大きくなる原因である.また，t値が大きくなる

こととかかわって，前者の正味断面応力 ODtlは後者のそれの2.57倍となり，不安定磁E震がおこりやす

L、.
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【6・2】 平面応力(図6・11;ま照)では，き裂先端での塑性降伏はia・線状の〈びれを生じ，すベり分p'il

を趨こすに対し，平面ひずみ(図6・9参照)では，き裂先総昔官の扇形状に局部集中することと理事しい迎

いがある.後者の塑性拘束は前者のそれより 2.57倍大きし同様にして後者の正味断面応力は前者のそ

れより 2.57倍大きくなる.

【6・3] 図6・16(a)において，き裂表面には外カが作用しないから QRS内のすべり線はき軍基表面と

45・傾く直線すべり絞織であり，また，領成 RTR内のすべり線は対数らせんであり，OT=Rとおくと

R=p(.引ーのあるL叶主 R=1.9o(1)で表される.さらに，領続 RQPTはすべりt?QRとRTに

よって唯一的に求まる.すなわち， RTに直交するすべり線は直線で，その長さは一定であるから，領段

。'PTP内のすべり線も直線となる.なお，RS=O'T=b-p(，，'''-I) (2)である. 正味断面の給応カ
<1.は.き裂底から点Tに逮するまでは対数らせん状のすべり線窃にもとづく η=:?kln11+[1+(:c/ρ) ]1 

( 3 )にしたがって増加するが，領成 O'PTP内のすべり叙湯は直線場であるから， TO'上の応力は一

定となる.すなわち，式 (3)に :c=p(.'''-I)を代入するとの=2k[I+(π/2)]=一定となる(図6・
0(，_/2・1)

16( h)多照)・ゆえに，PL=2B¥。 のd:c+2x2kB[I+(π/2)][b-p(.'''-I)]=4kBp(π/2)e'''+4 

ks[1+ (π/2)][b-p(."2-1)]=4kbB 11+(π/2)ー(p/b)[e'''-1ー(π/2)JI(4)ただし，式(4 )は式

(2)より b/p己.'''-1で成り立つ.したがって

L=~Jlサーす(.'''- 1ーを)
σ'，.OlJ h・16[1+を--%(.'''-1ーを)] 

011，，=合=以[(1引-tい-1ーを)]

(Trcsca) 1 

(Mis白) J 

Q=弓子=1+号=2.57(Tresca)・2.97(Mi吋
【6・4】 【6・3)の式 (4)-(7)で p/b→0とおくと次式のようになる.

九=4kbB(I+を)=2.57Xω

L=Q=2.57 (Tresca)， 2.97 (Mis白)
<1...=2. 57x2k 

これらは，本文6・2(4)で述べた結果と一致する.

(5) 

(6) 

(7) 

(1 ) 

(2) 

(3) 

【6・5] 有限傾に対するLの下界は容易に求まる.すなわち.PLが 2a刺8Wより大きいと，矩形柱

の雨繍末近傍が単純引'l!l下で先に降伏してしまうから，PLく2σ，.BWでなければならないことは明らか
である.これは，いわゆる拘束降伏 (constrainedyielding)が起こるための条件である.いいかえれ

ば.W/bは拘束係歓Lより小であってはならない.【6・3]の式 (4)を例をとると，この条件は

写>1+をす("町'-1ーを)

写>1咋+を-t(.りま-1ーを)]

(Tresca) 1 

I (ただし， he引ー1) 
(Mises) J 

(1) 

となる.たとえば，b/p=4のとき，解を適用できる W/bの最小値は約2(T問 sca)あるいは2.3(Mises)
となる.なお，0孟(b/p);亘e.n-lのときは，【6・3]の式 (3)より

れ=28J:<1，d:c=ω(1+-%)刊+手) ( 2) 
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となり， したがって

L=(い1H+t引)1n巾(か1+手お)(Tre問e白町ωs目m叫c叩a心)， 1 いl日6(1+-t引)In咋(や1+ fお)(M陥胤蜘I口h恥ise碍e吋 (3) 

となる.ゆえに，たとえば b/p=1のように半円形両側切欠き材の場合の W/bの最小値は，式 (3)

より約 1.39 (Tresoa)， 1. 60 (Mises)となる.しかし，このように浅い切欠きの場合は実際にはこのよ

うにならず，b/ρ=11'こ関する数値解析結果では1.22となる.

【6・6) 図A刊の (a)に示すような対称な応力場は以下の(i) -(iii)の条件を満足するとき静的に

可容である.すなわち， (. i )境界条件. (ii)応力のつり合い式.ただし.AB. CD， AO， BO， CO. 

DO表面に垂直な直接応力の不連続性のみが許容され，これらの条件は AB.CDをよぎるとき自動的

に満足されるので.不連続線 AO と COのみを考えればよい・このことは，四つの応力のつり合い式

IIT をi終備すればよいことを示す・ (iii)降伏条件を破らないこと.この条件は領減 AOB，COD. AOC tこ

、さと 対する三つの不等式を準備する.

6主
(板厚B)

<， 
D 

(a) -1 
1
0
 
(
 

(0 ) 
図 A

条件 (ii)について， AOをよぎる丞直応力σとせん断応力τの連続性より

σ=σI S，ポr+σ，oos'r=1 sin'(戸+r)
τ=(σ，-<1，) sin r cos r=1 sin (戸+r)cos (s+r) 

(1) 

(2) 

ゆえに

(3) 的 =1sin (.8+r)cos s/sin r，内=1sin (戸+r)sin s/ cos r 

同様にして.COをよぎる連続性より

s，=1 sin (占-.8)coss/sinO. s，=1 sin (o-s)sin s/coso 
条件 (iii)については，式 (6・3)より

σ12+σ"ーσ，<1，孟σvs2 (領域 AOBについて) ) 

f話内. (領成 AOCについて)? 
S12+S22-SI.S':!;;iσJI，2， $1話σρ (領域 CODについて)) 

等式 (3)，(4)，不等式 (5)より.sの項で表した七つの未知数 σ11 (/2， J， 51， $2， r， oを解けば

よい.すなわち，式 (3)から九円を式 (5)の第l式に代入し，式 (4)から S"$2を式 (5)

の第3式に代入して

(4) 

(5) 

/ cos' s 剖n's sin's¥.....fσ仰¥'I 
si.n '(戸+r)(~~~，: +一寸一一→:，:.)孟卜(') I ¥ sin4; r cos" T 51“)"/、 J I ~ 

/cos's. sin's sin's¥....fσ，¥' I 
sinqs-mhFE+zpτ- ~i~2a)孟ヤァ) J 

を{♀，式 (6)より r.Oがの./1の項で求められる.ここで.ABをよぎる荷震は引 が最大であれ

(6) 
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ば綬大となる.領域 AOBがミーゼスの条件にしたがう場合，図 (b)のP点に相当する (σt)m..z:=

(2/-1吉)σ山町=(11吉)σ" となるから，式 (3)より次式をうる.

cot s cot r=2 ) 

in (s+付与手=ム与!.. I T ';3 f I 

あるいは上二式より | 

'8=2 {l-....f-与1 ・ l，.. -¥- ';3 f / I 

式 (5)の第2式と式(7)の第3式より

ー・
‘ 

(7) 

、

cos' s:;;2(1-去)あ山主伶23・
・・ (8) 

s=23・のとき，1=σ仰となって領域 AOCは完全塑性となる.また，s=23・のとき，不等式 (6)の

第2式は δ:;;61・15'について満足される.この δ=60・15'のとき. sl=0.650a"" $2=ー0.505σ"とな

る.以上よ り，四つの領成は次のとき完全塑性となる.

，=~σ ， σ，=-!.".σ s ， =0.650<1... s，= -0. 505<1.， I マτ."-'--:1'3-'" -， ~ _._---... -， -.----.' ~ (9) 

s=23・ r=49040'. o=61・15' ) 

いま，図 (c)に示すように，き裂面に援する台形状の可容応力場の形状から

~=I-(~)r (1 -co~ß) 1 (10) 
す ¥iJJlー古-;-r-J

ゆえに，拘束係数Lに対する下界は式 (10)を用いて

，_ 01叫ロ/. p 1-凶 ss ¥ L(下界)=式訪=式3zll一号弓ま子j

=~(1-乙i三笠t.) ， • (11) 
σ.' ¥ 
- b cos s / 

ここで，角戸はL(下界)が最大となるように選ばれる.oL/印=0すなわち

δ(σ，/<1.，}f，_pf1-cnss ¥1_ <1， P sin s -n 
os l'-ïJ\τ~一/J -~ττos's 

-V  

より Fを求め，これを式 (11)に代入してL (下界)を求めると表(A)2l)のとお りとなる. ここで.

o(σt!σ川/osと (σt!'σド)1'1， 0:五s:玉23。については，式(3)の第1式で1=σ"とおいた式より，

F孟23・については，<1t!•σμ=2/-1す=一定より求められる.

表 A 拘探係数に対する上界と下界

泌/(2b+p)I 1.0 0.9 0.8 0.7 0.6 0.5 0.4 0.3 0.2 0.1 
L (下界) I 1. 155 1. 133 1.118 1. 102 1. 087 1. 072 1 057 1. 040 1 025 1. 012 
L (上界) I 1. 155 1. 146 1. 135 1. 120 1. 096 1. 075 1. 057 1. 040 1. 025 1. 012 

上表には，比較のため.上界値を示したが，雨者はほとんど等しく，正解である.

【6・7] 【6・6】の式 (11)で p/b→0とおくと.L(下界)=町/σ.，=2/.;す=1.16 (ミーゼス)とな

り，また.Q=(<1')m../σ.，=2/ .;す=1.16 (ミ ーゼλ)となって本文6・2(4)で述べた結果と一致する

【6・8】 図 B14)を参照して，s=23・， s=ーのsのとき，向=(2/';'3)σ"となるが，O;;>s:五23・I s= 

ーσ"では.<1，は【6・6】の式 (3)の第l式で与えられる.台形状の可容応カ場寸法は次式で与えら
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領域I 唱i!l~ TI 領域111

Mに $.)M 
もJ7事/

$2 

4子s 均t
-(JSJ孟s孟内a示(十3c州ー1)孟O S孟O

図 B

れる.

d=チ先す C 仇 F何孟3お5ゲ引刈.勺10'肌ぴ

ここ:プで，Tは問庖 【6・6]の式 (6)の第i式で等号をとり，かつ f=σ"のとおいてFの項で表され

る・したがってs 娘係数Lは L=M/(2r:12 u"ydy) =4M/のがに M=σ.(c2/2) +u"(d'/2)と，跡
断面でのカのつり合い式より得られる d/c=町/σ"の関係を用いて次王立で与えられる.

L(下界)=与(合+長) (2) 

いま， 0孟α孟67・，s=23・とおくと，u， = (2/ ';"3)u，，， d/c=2/';すであるから c/b=l/[1+(2/ .;す)]
となり，式 (2)より

L作界)=f2/(I+ム)'1ム (1+-h.)=1.072=一定
l { ¥ . ../ 3' J../ 3Y . ../31 

となる.L (上界)も1.072となるのでこれは正解である.この値は本文【例庖6・1]に示した.tbl厚の大

きい切欠き僚の L=1.38よりも小さくなる.

【7・1】

7!t延性破壊および高温強度

マ ?oな力学盆に限定すれば，少くとも図C出に示す因子は盆要である.加えて.切欠きEまで

切欠き強化

切欠き強化切欠き弱化

(lo>I.) (1;く1.)
f一ι一、~ー『、

I I 

10 lo li 1. 

(Io> 1.) 
・I ， だアー~ーー、、
ぷ1'<.王 切欠き弱it
4ニI '，;0・ >.< (/;く1.)
~ I /r'.， /b. ".....---'"ーっ、
4;J I -'"レムぐ j< 1 
.;ml J.シイ l冶 / b. ... .... ~ ， 
~~ ---t-ィー二己:..--""'::'::c::.-.，-T← il -ー

1. lo li 1. 

c 材料のク リープき裂発生の限界応力曲線
Q(I， Q. :平滑材の相当応力幽線

c 材料のクリープき裂発生の限界ひずみ幽線
ao，Dl :平滑材のクリープ曲線

b.， b. :切欠き材の切欠き耳までの相当応力曲線 b.， b. :切欠き材の切欠き底でのクリープ幽線
(a) (b) 

図 C
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の?v-プ中の静水圧応力(疋悩)が切欠き強化繊で~命の大節分において公称応力よ り低くなるのに対
し，切欠き弱化成ではその逆となることもー図子であろう.

【7・2】 式 (7・20)を用いて，切欠き材のi!i断時間 /{(切欠き)と平滑材のそれ /f (平滑)との比

は汰式のようになる.

労鞠1=(与)・2=kedIzk
凶Oc主上式の計算結果を示し， 実験.~liU切欠きおよ

び内孔切欠きをもっ銅製平仮の温度初O・C，大気中の

ι=19.6 MN/m2における引張タ りープm断結果闘を
示す.この実験では，?リープき軍司発生時間 ti tJ~全野

命の80%湿度で，K.による整理は， 1，について成り

立つようである拘.

【7・3) 式 (7・21)，(7・23)から IfOC1/a，となる

から.少くとも it，oct，が成り立つ. したがって，き裂

先向ーからPの距艇にある平均的な局所 Fリープ速度

"'.'が賦験片全体の?9ープ速度 ιに比例すると考

史
l辛
~ 0.81 、、
続¥f
A長
豆0.6
占、

まミ

喜0.4
事
0.2 
1 

湿度5∞'c，大気中
南=19.6MN/m'

.0 .。 差益増による刊材• J-Y『対・らの法定(.=3)
0:》、ζ 。 。
oU形切欠き

・円孔切欠き

寸 3 4 5 6 
形状係数K，

図 D

えると a巨人ω の関係式が成り立つ・ このことは以下のような考察からも示唆される:!11 すなわち，タ

リープき裂の書室生成速度Nは局所的な相当タリ ープ速度 i.，.， に比例すると考えられ.さらに，単位時間
当川のき蹴働培開制からPの蹴の平均後凱速度刃=(l/p) J: Ndrに比例するとす.h.li，
矧学長をaとして do/dl=cN=ωp)r: t.I.，d叫仰となるここで，仏はいeの鴎Pにわ
たる平均値である.

【7.4) CCT飲験片はお/W=O.1のとき K.=1.80P/τ/BW=K1，.;a声7で表され， OCB霊式験片
はん=';12/刃す(P/B)a=KI/(a/a，)で表される・ここで，aはタリ ープ中の任意き裂半長である・した

がって，それぞれの飲験片について 仏を式 (7・21)より求めると

!SII (Q" '-:-'-2....'-1-_ K ll 1 器laa(Ja)古畑=オ7万ヨ了(ai'+'-a-;.") =K1:</! 1 

M 主lLiafM刊'da=五lL4 てで(a:;'."-a戸川)=K"IF f 
Ja， Q; (3-2n) .，.-/ -j  I-....U:r J 

となる.ゆえにt n=3， 01=4a，を用いると，a，>O.72mmにおいて φ-1/1=(3/4)a，・1.5ー(63/192)a，-‘〉
0となり，CCT 叙験片の 1.. が OCBのそれより大きくなる・このように， KI値で支配される低延

性き裂材のPリープ磁師寺問はE機片形状と負荷機式に依存する.
【7・5】 本文の7・2(2)ー【4)段照.

【7・6】 本文の7・3[2)， (3)怠照.

【7・7】 タリープと鐙労との相互作用とは， 異質の両現象がlIí:~することによって， 相互に干渉効果を
生むことをいい.保持時間をもっ疲労に限定すれば，繰返し速度効果と保持時間との関係，負荷順序効

果.応力多事自性および切欠き効果.環焼効果などをあげることができる・詳しくは， 7:a文献9)を重量照

lt主J文献m号は各~における引用および重量考文献を示す.


